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M ARKOVKETTEN UND VERDECKTE M ARKOVMODELLE

Zusammenfassung

Seit Anfang der 70er Jahre werden verdeckte Markovmodellden Verfahren der
Spracherkennung eingesetzt, fur die sie urspringlidgtviekelt wurden. Inzwischen hat
man auch in der Bioinformatik einige Anwendungsbereialresfé gefunden, wie z.B. in
der Strukturanalyse, der Suche in Proteindatenbankenbeitermultiplen Alignment von
DNS-Sequenzen.

Wir betrachten zuerst Markovketten, die es ermoglichdsfplyen von bestimmten Symbo-
len zu modellieren, bei denen die Wahrscheinlichkeit fis Auftreten eines Symbols von
dem vorhergehenden Symbol abhangt. Bei verdeckten Mar&dellen existiert zusatzlich
zu der beobachtbaren Sequenz ®ymbolereine Sequenz von (in der Regel nicht beob-
achtbarenyustandendie die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der eineeliSymbole
beinflussen. Mit Hilfe einiger Algorithmen ist es mogliolgn den beobachteten Symbo-
len auf die Zustande riickzuschliel3en. Dies sindviterbi-Algorithmus, um diejenige Se-
guenz der Zustande mit der grof3ten Wahrscheinlichkdinzen, defForward-Algorithmus,
um die totale Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten einestimmten Sequenz von Symbo-
len zu ermittlen, und deBackwardAlgorithmus, um an einer bestimmten Stelle in der
Symbolsequenz auf den momentanen Zustand schlieRen nerkoDie Exaktheit solcher
Algorithmen wird von der Genauigkeit der FlieRkommaprepeen eingschrankt, weswe-
gen wir zwei Moglichkeiten betrachten, Rechenfehler zmimieren. Weiterhin werden
wir uns Uberlegen, wie die Parameter und die Struktur eihedells Uberhaupt erst sinn-
voll festzulegen sind.

Erganzend betrachten wir Markovketten hoherer Ordnbegdenen die Wahrscheinlich-
keit fur das Auftreten eines Symbols von mehreren vorliergden Symbolen abhangt, und
inhomogene Markovketten, mit denen man eine Sequenz duetheme unterschiedliche
Markovketten modellieren kann.

Im Anhang werden einige fir die Sequenzanalyse wichtigehststische Bedie erklart.
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1 Markovketten

Beispiel: CpG-Inseln Dieses Beispiel aus [DEKM99] soll die Einfihrung einigeuer Be-
griffe und Verfahren der Wahrscheinlichkeitstheorie motiviefigitt im menschlichen Genom
das Basenpaar CG (uberlicherweise als CpG geschriebeaswon den C-G Paaren entlang
eines DNS-Strangs zu unterscheiden) auf, so ist die Wagirdathkeit sehr grol3, dass das C
(Cytosin) in ein T (Thymin) mutiert. Folglich sind diese Ctaare seltener im Genom zu fin-
den, als man aufgrund der jeweiligen relativen Haufigkeiten C und G erwarten wirde. Aus
biologischen Grinden wird dieser Umwandlungsprozesscedn manchen Abschnitten des
Genoms unterdriickt, z.B. in den Anfangsbereichen (Premptieler Gene. In diesen Berei-
chen finden sich mehr CpG Paare als Ublich, und oft ist avehesieilige Haufigkeit von C
und G in diesen Bereichen hoher. Diese Bereiche werde@Bs Inselnbezeichnet, sie sind
ublicherweise einige hundert bis einige tausend Basem s ergeben sich daraus zwei Pro-
bleme, deren Losung man mit Hilfe stochastischer VeriamdEher kommt. Erstens: Wie kann
man entscheiden, ob eine bestimmtes Stiick einer Genoe8equs einer CpG-Insel stammt?
Zweitens: Wie kann man in einer gegebenen Sequenz die Cgghalherausfinden?

1.1 Markovketten als Modelle flir DNS-Sequenzen

Wir bendotigen ein Modell, das Sequenzen generiert, in ehe Wahrscheinlichkeit fur ein
Symbol von dem vorhergehenden Symbol abhangt. Ein eiafasblches Modell sind Markov-
ketten.

Definition 1.1 Eine Familie von ZufallsvariableK;, die von einem Parametee T (z.B. der
Zeit) abhangen und Werte aus einer endlichen Zustandsm®agnehmen, wird alstocha-
stischer Proze®ezeichnet. Eindarkovketté ist ein stochastischer Proz¢R, : t € Ny}, der
folgendemarkovsche Eigenschdfesitzt:

P(Xti1 = 211X = 20, ..., Xt = ) = P(Xts1 = 1l X = 7). (1.1)

Interpretiert marX,; als Zustand eines Systems zum Zeitpunktl, so hangt dieser Zustand
nur davon ab, in welchem Zustad sich das System zum Zeitpunikbefand, nicht aber von
den friheren Zustanden des Systems. Furzaltes Z bezeichnen wir mit

Pz—z = I::'(Xt+1 = Z'|Xt = Z) (1-2)

die Ubergangswahrscheinlichkeibm Zustanaz in den Zustand’. Bei denhomogeneMar-
kovketten, die wir hier betrachten, ist dilbergangswahrscheinlichkeit unabhangig von

Man kann sich eine Markovkette als einen gerichteten Grapbestellen, bei dem die Kan-
ten denUbergangswahrscheinlichkeiten und die Knoten den Zdstaentsprechen (Abb. 1).
In unserem Beispiel entsprechen die Zustande den vierdgaichn A, C, G und T des DNS-
Alphabets. DidJbergangswahrscheinlichkeiten sind folgendermaRenidsfin

py—nl = P(Xl = /1|Xi_1 = /l),

wobei diex den aufeinanderfolgenden Nukleotiden in einer DNS-Serj@grtisprechen und
u, A€ {A, C, G, T} sind.

DANDREI ANDREJEVITCH M ARKOV (1856-1922)
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Abbildung 1: Markovkette fur DNS

Ist X = (X4, ..., X,) eine beliebige Sequenz, so ist aus der Stochastik bekdasH,

P(X) = P(Xn, Xn-1, - - - » X1) = P(XalXn-1, - - -, X1)P(Xn-1[Xn-2, - . ., X1) - - - P(Xq)

gilt. Mit der markovschen Eigenschaft ergibt dies

P(X) = P(XalX1-1) P(Xa-1/Xn-2) - - - P(X2|X1)P(X1) = P(Xl)l_[ Pxi_1—x;- (1.3)
i—2

1.2 Start- und Endzustande

Wie aus (1.3) ersichtlich ist, muss man zusatzlich zu dbarganswahrscheinlichkeiten auch
noch die WahrscheinlichkeR(x,) dafuir angeben, in einem bestimmten Zustand zu beginnen.
Hierfur kdnnen wir die Menge der Zustande um einen besward Startzustan8 erweitern.
Wenn wir X, = S definieren, gilt:

P(X1 = 1) = Ps—y-

Ebenso konnen wir einen Endzustatdefinieren, um das Ende der Sequenz zu modellieren.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Sequenz im Zustaabbricht, ist

P(ElX: = A) = Pise.

Ublicherweise wird das Ende einer Sequenz bei Markovketient gesondert betrachtet; die
Sequenz kann jederzeit abbrechen. Indem man einen Enddisterufiigt erhalt man aus (1.3)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber alle moglelis®quenzen jeder beliebigen Lange.
Bei einfachen Modellen wie den CpG-Inseln werden wir Stanid Endzustand im folgenden
einheitlich mit 0 bezeichnen.
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1.3 Markovketten zur Unterscheidung benutzen

In der Regel werden dielbergangswahrscheinlichkeiten nicht von vornherein bhekaein.
Falls bereits eine gewisse Datenmenge vorliegt (wie beznens Beispiel in Form umfangrei-
cher Gen-Datenbanken), ist es moglich, dieergangswahrscheinlichkeiten als ML-Schatzer
zu bestimmen (vgl. A.7 und [DEKM99]). Man bestimmt dabei deshaltnis deftUbergange
eines Zustandg in einen Zustand und allerUbergéange vop in irgendeinen Zustand:

Cuoa

Pu-a = , (14)
%Cy—»/l’

wobeic,_,, die Haufigkeit defJbergange vop nach. ist.

Falls es zwei Modelle mit gleichen Zustanden, aber veestgnierlUbergangswahrscheinlich-
keiten gibt, die das einer bestimmten Sequenagrunde liegende Modell sein konnten, so kann
man Uber einehikelihood-Quotienten-Te$tststellen, fir welches Modell die Wahrscheinlich-
keit dafur groRRer ist. Im folgenden nennen wir diese Mtedelund -. Mit (1.4) kann man far
beide Modelle diep;_,, und p,_,, berechnen und daraus das logarithmische Verhaltnis.(engl
log odds scoreder Wahrscheinlichkeiten:

P(xModell +) anlo p%_l_,)q.

S(¥) = log —V0denY) _
09 =109 BModell) ~ 2495,

(1.5)

Fur positiveS(x) ist Modell + das wahrscheinlichere, fur negati8éx) Modell -. IstS(x) =~ 0,
so sind beide Modelle ungefahr gleich wahrscheinlich.

In unserem Beispiel mit den CpG-Inseln kann man dieses Menfaverwenden, um zu be-
stimmen, ob eine DNS-Sequenz eine CpG-Insel ist oder nidah bestimmt fur bereits be-
kannte CpG-Inseln (Mode#) die ML-Schatzer fur di#Jbergangswahrscheinlichkeiten, ebenso
fur diejenigen Sequenzen, die keine CpG-Inseln sind (Megddann berechnet man (1.5) fur
die vorliegende DNS-Sequenz und kann anhand des ErgebeisgeAussage dariiber machen,
ob es sich um eine CpG-Insel handelt oder nicht. Um dies ahéealnter Daten zu veranschau-
lichen, betrachten wir Abschnitte von 122 ausgewahlterSEB¢quenzen des menschlichen
Genoms (von denen 48 als CpG-Inseln eingestuft werdengenen wir die ML-Schatzer fur
die Ubergangswahrscheinlichkeit«;ﬂpM unserer Modelle gewinnen:

P A C G T P..| A C G T

A |0.180 0.274 0.426 0.120 A 10.300 0.205 0.285 0.210
C 10171 0.368 0.274 0.188 C ]0.322 0.298 0.078 0.302
G |0.161 0.339 0.375 0.12% G |0.248 0.246 0.298 0.208
T ]0.079 0.355 0.384 0.18P T |0.177 0.239 0.292 0.29p

Hierbei steht in Zeile und Spaltej die Wahrscheinlichkeit, dass djete Base der-ten Base
folgt. Die Wahrscheinlichkeiten in jeder Zeile addierechszu 1. Wie nicht anders zu erwarten,
istim Modell+ die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein G einem C folgt liguhoher ist als im
Modell -.

Mit diesen Werten kénnen wir nun das logarithmiséherhaltnis detUbergangswahrschein-
lichkeiten der beiden Modelle berechnen:

2Wir verwenden hier 2 als Basis des Logarithmus.

6
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log 2=t | A C G T
A | -0740 0419 0580 -0.808
C |-0913 0302 1.812 -0.685
G |-0.624 0461 0331 -0.73D
T |-1.169 0573 0.393 -0.679

Aus diesen Werten wiederum lasst sich eine Verteilung 108) fur die 48 Sequenzen berech-
nen. Sie ist in Abb. 2 dargestellt, wob®(x) durch die Lange der jeweiligen Sequenz geteilt
wurde. Ohne diese Normierung ware die Streuung der VerngiWesentlich grof3er.

10T

[Ikeine CpG-Inseln
B CpG-Inseln

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 (

Abbildung 2: Verteilung des(x).

Wir sehen, dass diese Verteilung eine brauchbare Untedsstezwischen CpG-Inseln und den
ubrigens Bereichen einer Sequenz liefert. Die wenigendréddnnen von falsch geschatzten
Modellparametern oder von von Anfang an falsch eingestufestdaten herkommen.
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2 \Verdeckte Markovmodelle

2.1 Einfdhrung

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man in einer gegebenen®d8enz die CpG-Inseln
herausfinden kann. Mit dem Verfahren aus 1.3 ware es nfgglie Sequenz in Abschnitte fe-
ster Lange zu unterteilen und (1.5) fur jeden Abschnitbetechnen. Anhand des Ergebnisses
konnte man dann entscheiden, ob es sich um eine CpG-Insgééhader nicht.

Dieses Verfahren ist jedoch problematisch, wenn wir dawessgahen, dass CpG-Inseln ge-
naue Abgrenzungen besitzen und in ihrer Lange stark vanikonnnen. Es ist vorteilhafter,
die beiden Modelle aus 1.3 zu einem einzigen Modell fir disagnte Sequenz zusammenzu-
fassen. Das neue Modell besteht also aus den ZustgAde€,,G,, T,,A_,C_,G_, T_} und
denUberganswahrscheinlichkeiten zwischen diesen Zustari den Markovketten konnte
jedem Symbolk; aus der Sequenzeindeutig ein Zustand zugeordnet werden, bei dem neuen
Modell gibt es aber fir jedes beobachtete Nuklemtigtimogliche Zustande, in denen sich das
Modell an Stelleé befinden kann. Allein aus der Kenntnis vgrist es also nicht mehr moglich,
auf den Zustand an Stellezu schlieBen. Aufgrund dieser Eigenschaft bezeichnet nesed
Modelle alsverdeckte Markovmodellengl.Hidden Markov Models HMMs).

Man unterscheidet bei verdeckten Markovmodellen alsocves einer Sequenzvon Sym-
bolen und einer Sequemz= (r,...,m,) von Zustanden, derRfad Der Pfad selbst ist eine
Markovkette mitUbergangswahrscheinlichkeiten

P = Pl = Almizg = p). (2.1)

Da diex nicht mehr eindeutig einem zugeordnet werden konnen, muss man fur jedes Symbol
die Emissionswahrscheinlichk&itn Abhangigkeit von einem bestimmten Zustand angeben:

&,(b) = P(x = bl = ). (2.2)

Daraus kann man leicht die Wahrscheinlichkeit fur eindibveate Sequenz und einen bestimm-
ten Pfad bestimmen:

n
P(X7) = Poomy | €0 04) P (2.3)
i=1

wobei 0 wieder den Start- und Endzustand beschreibtynd= 0 gefordert werden muss.

In unserem Beispiel sind die Emissionswahrscheinliclekedtle O oder 1, da jeder Zustand
nur ein Symbol emittieren kann. Dies ist natirlich im Allgeinen nicht der Fall.

Beispiel: Das gelegentlich unehrliche Kasino In diesem Beispiel (ebenfalls aus [DEKM99])
betrachten wir ein Kasino, das beim Wiurfelspiel gelegemiien fairen WirfeA gegen einen
verfalschten WurfeB austauscht. Dies geschehe bei jedem Wurf mit der Wahrdidideit
0.05, mit einer Wahrscheinlichkeit vonDwerde vonB wieder zuriick zuA gewchselt. Der
Wirfel B habe die Wahrscheinlichkeit®fiur das Wurfeln einer 6 und.D fur jede andere

®Man verwendet diese Bezeichnung, da es oft hilfreich ish serdeckte Markovmodelle als erzeugende Mo-
delle vorzustellen, die eine Sequenz generieren gefaittieren”.

8
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Zahl. Die WurfelA und B entsprechen den Zustanden, die unser Modell annehmen dignn
Augenzahlen 1 bis 6 entsprechen den beobachteten Symbaéarer Sequenz. Es sind

Pa-g = 0.05, pg_,a = 0.1,

ea(1) = ea(2) = ea(3) = ea(4) = ea(5) = ea(6) = :—é,
es(1) = ep(2) = ep(3) = ep(4) = ep(5) = 0.1 undeg(6) = 0.5.

Als Spieler konnen wir aber nur mitverfolgen, welche Engiebe beim Wiirfeln herauskommen,
wissen aber nichts dartiber, ob und wann das Kasino einesnfader verfalschten Wurfel
einsetzt - die Sequenz der Zustande ist verdeckt! Wir kanestenfalls vermuten, dass in
einer bestimmten Phase des Spiels ein verfalschter Wdinigesetzt wird, weil die Augenzahl 6
auftallig oft gewurfelt wird. In diesem Fall sind wir natiech an Verfahren interessiert, die es uns
ermoglichen festzustellen, wann mit Sicherheit ein afsdhter bzw. fairer Wurfel eingesetzt
wurde.

2.2 Algorithmen fir verdeckte Markovmodelle

Viterbi-Algorithmus  Wie wir bereits wissen, ist es bei verdeckten Markovmodetieht
maoglich, direkt aus den beobachteten Symbolen die Zdstabzulesen. Herauszufinden, wel-
che Zustandssequenz einer Beobachtungssequenz zugiegigevird alsDekodierund be-
zeichnet. Dafiir gibt es verschiedene Ansatze, wobei veir imit dem Viterbi-Algorithmu?®
nur den gebrauchlichsten betrachten.

Im Allgemeinen konnen viele verschieden Pfade einer Sysagmienz der Langen zugrunde
liegen. Die Pfade (C G,,C,,G,), (C_,G_,C_,G.)und (C,,G_, C,, G.) wirden beispielswei-
se alle die Sequenz CGCG erzeugen, allerdings mit untediathien Wahrscheinlichkeiten.
Die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreteten des ersterd®$ast sehr viel grol3er als die Wahr-
scheinlichkeiten der anderen Pfade, da die Basen C und @raa#isvon CpG-Inseln nur selten
aufeinander folgen. Wenn wir fur weitergehende Betrachém einen Pfad auswahlen missen,
liegt es nahe, denjenigen mit der grofdten Wahrscheirgitlzki wahlen:

n* = argmaxP(X, ). (2.4)

Der wahrscheinlichste Pfad lasst sich rekursiv finden.dgeWahrscheinlichkeit, (i) von r*,
an deii-ten Stelle der Sequenz im Zustandu enden, fur alle@ bekannt. Dann lasst sich daraus
v (i + 1) berechnen:

U/l(i + 1) = e/l(xi+l) mﬂax{vu(i)pu—nl}- (25)

Da alle Pfade mit dem Zustand 0 beginnen (und enden), gialangsbedingungy(0) = 1
undu,(0) = O fur u # 0. Die Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Pfastegamit:

P(x, ") = mﬂax{vu(n) Pu—o} (2.6)

Man kann den Pfad ermitteln, indem man in jedem RekursiaitsZeiger auf den jeweils vor-
herigen Zustand setzt. Dieser Algorithmus ist (wie alleaard) in Anhang B zusammengefasst.
Beispiele fur seine Anwendung findet man in [DEKM99].

“Dieser Begiff stammt aus dem Bereich der Spracherkennung.
S)Anprew J. ViTersI (1936)
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Forward-Algorithmus  Fir einfache Markovketten konnte man die Wahrscheinbahkir
das Auftreten einer Sequemavon Symbolen mit (1.3) ermitteln. Bei verdeckten Markovmo-
dellen muss man beriicksichtigen, dass viele verschiefage der Sequenzzugrunde liegen
konnen. Um die totale Wahrscheinlichkeit vezu ermitteln, missen folglich die Wahrschein-
lichkeiten aller moglichen Pfade, diezugrunde liegen konnen, summiert werden:

P(X) = ZP(X, 7). (2.7)

Da die Anzahl der moglichen Pfade exponentiell mit derdeam der Sequenz wachst, ist ein
Brute-force-Ansatz auf3erst unpraktisch. Stattdessen kaan ein dem Viterbi-Algorithmus
ahnliches Verfahren anwenden, wobei im Rekursionssemstelle der maximalen Wahrschein-
lichkeit die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller relégarPfade benutzt wird. Wir bezeich-
nen mitf,(i) = P(x4, ..., %, m = u) die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine beobachtete $&que
(X1, ..., %) an der Stella im Zustandu befindet. Sei nurf,(i) fur alle u bekannt. Dann lasst
sich f,(i + 1) ahnlich (2.5) berechnen:

i + 1) = €(x:1) D fuli) P (2.8)

Hier muss als Anfangsbedingurig(0) = 1 und f,(0) = O fur u # 0 gelten. Damit ist die totale
Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten einer Sequ&mer Langen:

P() = D fuMPuso (2.9)

Backward-Algorithmus In bestimmten Situationen kann es interessieren, welotresahr-
scheinlichste Zustand fur eine Beobachtuqidpei einer gegebenen Sequenist. Dies muss
nicht notwendigerweise das vom Viterbi-Algorithmus etglter sein. Um dies zu ermitteln,
bendtigen wir die Wahrscheinlichkeit, dass die Beobauh bei gegebenemvon einem Zu-
standu emittiert wurdeP(rr; = u|X). Dies bezeichnen wir als daeposteriori-Wahrscheinlichkéit
vonu an der Stelle. Fur sie gilt nach (A.1):

P(ﬂi =M, X)
P(X)

Wir benotigen fur die Berechnung also die Wahrscheitkgity die gesamte Sequenzu er-
zeugen, wobei daste Symbol vom Zustand emittiert wird:

P(ri = ulx) = (2.10)

P(ﬂ.l :/’L7 X) = P(ﬂ.l :/’L7 Xl,...,Xi)P(Xi+1,...,Xn|X1,...,Xj,7Ti :/J)

2.11
= P(ﬂ-l =M, Xl,...,)(i)P(Xi+1,...,Xn|7Ti :,U), ( )

wobei die zweite Zeile aus der markovschen Eigenschaft:fAltes, was nach kommt, hangt
nur vom Zustandr; ab, nicht von den vorhergehenden Symbolen oder Zustamahearsten
Term erkennen wir die vom Forward-Algorithmus berechnedeiable f,(i) wieder. Analog
dazu bezeichnen wir den zweiten Termil€) = P(X1, . . ., |7 = ). b, (i) kann auf ahnliche
Weise bestimmt werden wik(i):

0,(i) = )" Pua€(%1)ba(i + 1), (2.12)

®)Einige wichtige Anmerkungen zu a-posteriori-Wahrschefiieiten sind in [HeKa00, S.103] und [Kren99,
S.39] zu finden.

10
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wobeib,(n) = p,o fur alle u gilt. Es gilt also:P(r; = u, X) = f,(i)b,(i). Folglich kann (2.10)
geschrieben werden als

f (Db,(i
P(mi = ulX) = %,

(2.13)
wobeiP(x) vom Forward-Algorithmus ermittelt wird.

Eine wichtige Anwendung voR(r; = u|X) ergibt sich, wenn es fur eine Sequenviele Pfade
mit einer Wahrscheinlichkeit ahnlich der van gibt. In diesem Fall ist nicht gerechtfertigt,
ausschlief3licr* zu betrachten. Will man etwa an einer ganz bestimmten Stdke Zustand
#i mit der grof3ten Wahrscheinlichkeit beriicksichtigeniss@s angebracht

7 = argmaxP(rr; = ulX)
u

zu betrachten. Je nach Struktur des Modells besteht datmihedie Gefahr, dassdar keine
glltige Sequenz ist (siehe 2.4).

Eine andere Anwendung fl(r; = u|X) ergibt sich, wenn man eine Funktig(u) in Abhangig-
keit von den Zustanden betrachtet. In diesem Fall ist balié Funktion

G(i1X) = > P(m = ulX)g(u)

von Interesse. Ein wichtiger Spezialfall hiervon ist, dggg den Wert 1 fur bestimmte Zustande
und den Wert O fur die Ubrigen Zustande annimmt. Bei urseModell fir die CpG-Inseln
konnen wir beispielsweisg(u) = 1 definieren furu € {A,,C,,G,,T,} undg(u) = O fur

u € {A_,C_,G_, T_}. Dann istG(i|x) die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit dafur, dass dte
Base einer gegebenen Sequenz in einer CpG-Insel liegt.

Numerische Stabilitat Beim Multiplizieren vieler Wahrscheinlichkeiten wird maslbst auf
modernen Rechnern schnell numerische Probleme bekomnem kivan davon ausgeht, dass
die meisten Emissions- urldbergangswahrscheinlichkeiten in der GroRenordnung l€-
gen, so kommt man bei Anwendung der eben vorgestellten Alfigoen auf Sequenzen groler
Lange schnell in GroRenordnungen vorr¥0P°qQ1). Kaum ein Computer ware in der Lage,
Zahlen in dieser GroRenordnung sinnvoll zu verarbeitem.Batrachten hier zwei Wege, mit
diesem Problem umzugehen:

Die Log-Transformationkur den Viterbi-Algorithmus sollte man stets den Logaritrs

aller verwendeter Grof3en fur die Berechnungen benuizélt man z.B. als Basis 10, so ist
der Logarithmus einer Wahrscheinlichkeit vorr18°®lediglich —100000. Diese GroRenord-
nung ist wieder in einem Bereich, der von Rechnern weitésige exakt verarbeitet werden
kann. Dazu kommt, dass samtliche Produkte in Summen velellawerden, was auf vielen
Rechnern die Ablaufgeschwindigkeit des Algorithmus zzigéh erhoht. Natirlich sollte man
die logarithmischen Grol3en bereits vor Ausfiihrung degAthmus berechnen.
Bei Forward- und Backwardalgorithmus kann man dieses Wegfanicht so problemlos anwen-
den, da man den Logarithmus von Summen von (bereits logagtten) Wahrscheinlichkeiten
berechnen muss. In der Praxis lassen sich solche Probleénm@taginer modellspezifischen
Anpassung losen.
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Skalieren der WahrscheinlichkeiteBine weitere Moglichkeit besteht darin, die Varia-
blen f, und b, so zu skalieren, dass sie in einem numerisch handhabbaewdih bleiben.
Dafur definiert man fur allé Variablens und

woraus eine neue, aber nur leicht modifizierte Rekursionsofolgt:
= 1 o
i+ 1) = —e(x.a) Z i) P

Die s kdnnen im Prinzip beliebig gewahlt werden, wobei es abakisch ist sie so zu wahlen,
dass}’ f,(i) = 1 gilt, woraus
M

Se1 = ) €(%e1) D Fupass
1 H
folgt. Fur dieb, verwendet man die selben

2.3 Parameterschatzung fur verdeckte Markovmodelle

Eine Schwierigkeit beim Benutzen verdeckter Markovmaadt es, sinnvolle Werte fur die
Modellparametef wie Ubergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten festemeln der Re-
gel wird man uber eine gewisse Menge an Testdaten, alsddbskannten und analysierten
Sequenzen von der Art, fur die unser Modell passen solfiigen. Wir bezeichnen sie mit
XD, . x"M und nehmen an, dass sie unabhangig von einander sind uhdllesmch Defi-
nition A.5 Py(xX\Y, ..., x(0) = Py(xV) ... Py(x(V) gilt. Dies ist gerade die Likelihood-Funktion
(A.8).

Parameterschatzung bei bekannten Pfaden Oft sind bei bereits untersuchten Sequenzen die
Pfade, die diesen Sequenzen zugrunde liegen, bekannederdiFall kann man die Haufigkei-
ten zahlen, wie oft ein bestimmter Zustandsubergangtzewurde und wie oft ein bestimmtes
Symbol in einem bestimmten Zustand emittiert wurde. Wirebezen sie mit,_,, undd,(b).

Aus ihnen lassen sich ML-Schatzer fijr_,, unde,(b) berechnen:

Byt = — (2.14)
%C‘u—)/l’
d.(b)
b= —/—~ . 2.15
&.(b) % 4.() (2.15)

In der Regel sind ML-Schatzer umso besser, je mehr TestdateVerflgung stehen. Falls nur
unzureichende Datenmengen zur Verfugung stehen, baele@efahr, dass die ML-Schatzer
zu sehr an die Testdaten angepasst sind und keine Allgeiiieghgit haben. Sollte ein Zu-
stand sogar Uberhaupt nicht in den Testsequenzen benerdém so ist der ML-Schatzer fur
diesen Zustand undefiniert. Will man dies vermeiden, atidiean zu derc,,, und d,(b) je-
weils noch bestimmte, vordefinierte Konstanten, sogemaRseéudozahlerDie Wahl dieser

12
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Konstanten sollte Vorwissen bezuglich der jeweiligen Y8aheinlichkeiten widerspiegeln, das
sich aus den Rahmenbedingungen des betrachteten Modgls &teine Pseudozahler deuten
auf ein geringes Vorwissen hin, grol3e Pseudozahler afeziaueres Wissen, das mehr Daten
erfordert, um geandert zu werden.

Parameterschatzung bei unbekannten Pfaden Wenn die Pfade der Testdaten nicht bekannt
sind, gibt es keine geschlossene Formel, mit der man dierfedea bestimmen konnte und man
muss daher ein iteratives Verfahren benutzen. Das flieektd Markovmodelle gebrauchlich-
ste ist deBaum-WelchAlgorithmus, der aber zu kompliziert ist, um ihn hier ndhaszufuhren.
Eine ausfuhrlichere Beschreibung dazu findet man in [DERM9

2.4 Strukturen verdeckter Markovmodelle

Beim Entwurf eines Modells muss man sich Gedanken darulaehan, welche Zustande das
Modell enthalten soll, zwischen welchen Zustanden estizhetUbergange geben soll und
wie oft ein Zustand vorkommen kann. Es gibt kein bestimmugsa¥iiren hierfur, man sollte die
Struktur des Modells so wahlen, dass sie unser bisherigesewiber die Zusammenhange des
Problems mdoglichst gut wiedergibt.

Modellierung der Lange Es ist wichtig, die Verteilung der moglichen Langen vorg&en-
zen in das Modell einzubeziehen. Als einfachstes Beisghbhten wir eine Modell, das aus
nur einem Zustand besteht, der mit der Wahrscheinlichkait sich selbst tbergeht oder mit
der Wahrscheinlichkeit £ p abbricht. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Sequenz dagél’
emittiert wird, nimmt hier exponentiell at?(Langel) = p'(1 - p). Im Aligemeinen wird das
nicht immer ein angemessenes Modell fur die Verteilungldergen sein. Wir betrachten hier
einige Beispiele dafur, wie man bestimmte Verteilungenldige durch geeignete Modelle
darstellen kann.

Das folgende Modell hat eine minimale Lange von funf AanstEn und eine exponentiell
abnehmende Verteilung Uber langere Sequenzen:

D'_'QDEI

| S [ N |

Ganz ahnlich kann man mit diesem Modell jede beliebigegeamwischen zwei und zehn
Zustanden modellieren:

% imm
Unter Umstanden wird man noch reflexid@ergange fir jeden Zustand haben wollen:
SAOROES

Die Verteilungsfunktion ergibt sich dann aus dépergangswahrscheinlichkeiten zwischen den
Zustanden.
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Nullzustande Wir kennen aus 1.2 bereits die Zusta®land &, die zwar zum Pfad gehoren,
aber keine Symbole emittieren. Solche Zustande bezdichae alsNullzustandgengl. null
statesodersilent states Sie konnen auch an anderen Stellen als am Anfang oder aa iBn
einem Modell nitzlich sein. Hat man etwa ein Modell mit selfen verschiedenen Zustanden,
von denen viele miteinander verbunden sein sollen, sorisg@iRe Menge ablbergangen er-
forderlich. In solchen Fallen ist es schwer, von realt$ten Testdaten noch sinnvolle Modellpa-
rameter zu schatzen. Durch die Einfilhrung von Nullzudéh kann die Anzahl désbergange
erheblich reduziert werden.

Betrachten wir als einfaches Beispiel vier Zustande, elegjls paarweise miteinander
verbunden sein sollen. Ohne Nullzustande wirde diesdergange erfordern:

Fligt man einen Nullzustand ein, so reduziert sich die AhdahnodtigenUbergange auf 8:

T
L

Stellt man sich ein entsprechendes Modell mit 100 Zustandg so reduziert sich die Anzahl
derUbergange von 9900 auf 200.

Es ist wichtig zu beachten, dass man eitidrergang von einem Zustamadzu einem Zu-
standb nicht durch einen Umweg tiber einen Zustarthrstellen kann, da jeder dieser Zustande
ein Symbol emittiert, und dadurch das ganze Modell vecfilsverden wirden. Nullzustande
erlauben es jedoch, beliebige Umwege zu gehen, ohne daSymibol emittiert wird. Es ist
also moglich, dass ein Pfad mit Nullzustanden langealstlie von ihm emittierte Symbolse-
quenz.
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3 Komplexere Markovketten

3.1 Markovketten hoherer Ordnung

Definition 3.1 Eine Markovketten-ter Ordnungist ein stochastischer Prozess mit folgender
Eigenschaft:

P(XilXo, . . ., X-1) = P(Xe X, - - -, Xio1)- (3.1)

Der Zustand an der Steltehangt also von den vorhergehenden Zustanden ab. Die Markov-
ketten, die wir bisher betrachtet haben, waren alle von @rgri.

Eine Markovketten-ter Ordnung tber einer Mendé von Symbolen ist aquivalent zu einer
Markovkette erster Ordnung uber einer Merge von n-Tupeln ausM. Dies folgt direkt aus
P(Xt—n+l, s Xt_]_, xt|Xt—ﬂ’ s xt—l) = P(Xt|Xt_n, s xt—l)'

Betrachten wir als Beispiel eine Markovkette zweiter Onapudie nur aus den Zustanden A
und B besteht. Eine Sequenz ist hier aquivalent zu einaréSexmyvon Paaren aus einer Markov-
kette erster Ordnung (Abb. 3). Die Sequenz ABBAB beispieis@ enspricht AB-BB-BA-AB.

s e)

Abbildung 3: Markovkette fur 2-Tupel mit vier Zustanden

In dieser Kette sind nicht alldbergange erlaubt, da auf ein Symbol jeweils nur zwei amder
Folgen durfen. Auf den Zustand AB kdnnen beispielsweigelie Zustande BB und BA folgen,
sonst ware keinAquivalenz zu einer Kette zweiter Ordnung moglich.

Obwohl sich alle Markovkettemrter Ordnung auf Markovketten erster Ordnung zurtickéiahr
lassen, ist es in der Anwendung manchmal praktischer, daeNMier hoheren Ordnung zu be-
nutzen. Theoretisch konnen sie aber immer gleich behbweetien.
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3.2 Inhomogene Markovketten

Als inhomogen&larkovketten bezeichnet man stochastische Prozessesendgich diéJber-
gangswahrscheinlichkeiten periodisch andern, alsgglig von der Position in der Sequenz
und einer Periodenlandge abhangen (wir schreiben daf'pE)_M). Dies kann man so interpre-
tieren, dass man eine Reihe vorverschiedenen Markovketten mit gleichen Zustanden, aber
unterschiedlichetybergangswahrscheinlichkeiten betrachtet. Jedesmah wim Zustand ge-
wechselt wird, wechselt man auch zur nachsten Markovketteer Reihe. Nach derfi-ten
Ubergang wechselt man wieder zur ersten Ket@ie Definition fur inhomogene Markovket-
ten hoherer Ordnung lasst sich problemlos von DefinitariiBertragen.

Man sieht leicht, dass inhomogene Markovketten erster @rgiaquivalent sind zu verdeck-
ten Markovmodellen mit -[Anzahl der Zustande] Zustanden. Auch inhomogene Méa&tien
hoherer Ordnung lassen sich auf verdeckte Markovmodbketiagen, allerdings ist dies kom-
plizierter und erfordert das Einfigen vieler zusataticEustande.

"Das ist gleichbedeutend mig! | = p{_7°!D.
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A Stochastische Grundlagen

A.1 Stichprobenraume und Ereignisse

Definition A.1 1. Die MengeQ der moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments heil3t
GrundraumoderStichprobenraumhre Elementev reprasentieren die moglichen Ergeb-
nisse des Zufallsexperiments.

2. Die Teilmengem c Q heil3enEreignisse Wir identifizieren alsoA mit dem Ereignis,
dass einw € A der beobachtete Ausgang des Zufallsexperiments ist«wFar Q be-
zeichnen wir{w} als ElementarereignisQ als sicheres Ereignisind ¢ als unmogliches
Ereignis

Definition A.2 SeiA die Menge der Ereignisse vdh Eine AbbildungP : A — [0 : 1] heil3t
Wahrscheinlichkeitsverteilungrienn sie folgende Eigenschaften hat:

1. P(Q) = 1,P(0) =0
2. P(A) > 0furalleAe A
3. P(Au B) = P(A) + P(B) fur alle disjunkterA, B € A

Die Verteilung ordnet also einfach jedem moglichen Ergebireine bestimmte Wahrschein-
lichkeit P(w) zu. Daraus lassen sich auch die Wahrscheinlichkeitebdgtimmte Ereignisse
ermitteln.

A.2 Zufallsvariablen

In vielen Zufallsexperimenten interessiert nicht so setsr@rgebnig, sondern eine bestimmte
GrolReX(w), die durchw bestimmt ist.

Definition A.3 IstQ ein Grundraum mit Verteilun® und M eine beliebige Menge, so nennen
wir eine AbbildungX : Q — M eine (M-wertige)Zufallsvariable

Von welcher Art die Werte aus sind, hangt dabei von der Art des Zufallsexperiments ab.
Dies konnen zum Beispiel die gewonnenen (oder verloreGeamibetrage bei einem Glicks-
spiel sein (dann wara1 = R), aber auch die Symbole eines Alphabets sind als Wertelberei
zulassig (z.BM ={A,G,C, T}).

A.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Haufig steht, bevor das Ergebnis eines Zufallsexperimegkannt ist, schon die Information
zur Verfigung, dass das Ergebnis zu einer bestimmten @agmdes Stichprobenraums gehort.

Definition A.4 Ist P(A, B) (oder in Mengenschreibweid®(A n B)) die Wahrscheinlichkeit

dafir, dass das Ergebnis eines Zufallsexperiments sog@hl EreignisA als auch dem Er-

eignisB (mit P(B) > 0) entspricht, so heif3t

P(A, B)
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der BedingundgnBFall P(B) = 0 kann man

P(AIB) = 0 setzen.

P(AIB) =

(A.1)
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Zum Beispiel ist in einem DNS-Strang die Wahrscheinlichki#ass nebeneinander liegende
Basen C und G in eine Base T mutieren, relativ grofl3, so dadsediagte Wahrscheinlichkeit
fur das Auftreten eines G nach einem C kleiner ist als dieeggle Wahscheinlichkeit fur das
Auftreten eines G.

Definition A.5 Zwei EreignisséA, B heiRenunabhangigwennP(A, B) = P(A)P(B) gilt. Dies
ist aquvalent zwP(A|B) = P(A) fur P(B) > 0.

So hangt zum Beispiel beim zweimaligen Werfen eines Wéidas Ergebnis des zweiten
Wurfes nicht vom Ergebnis des ersten ab; die beiden Werteusinbhangig.

A.4 Satz von Bayes

1. (Formelvon der totalen WahrscheinlichKdiB,, B,, . . .} hei’tZerlegungvonQ, wenn die
By disjunkt sind miti JBy = Q. Fur jede Zerlegung und jedes EreigAiglilt:
k

P(A) = > P(BJP(AIB). (A-2)
k

2. (Satz von Bayé&Y Ist P(A) > 0, so gilt fuir jedes
P(B)P(AIB)  P(B)P(AB)

P(Bi|A) = = :
(1A P(A) > P(B)P(AIBY)
k

(A.3)

A.5 Malizahlen von Verteilungen

Mal3zahlen charakterisieren bestimmte Eigenschaftem ¥ereeilung. Will man beispielswei-
se einen,mittleren Wert* einer reelwertigen Zufallsvariab¥eangeben, so ist es sinnvoll, die
Werte X(w) ihren WahrscheinlichkeiteR(w) entsprechend zu gewichten.

Definition A.6 SeiP eine Verteilung auf?, X : Q — R eine Zufallsvariable. Dann heil3t die
Zahl

EX = ZX(w)P(w)

we

derErwartungswertvon X.

Bei einem Glucksspiel etwa driickt der Erwartungswerddieschnittliche Gewinnerwartung
auf lange Sicht aus.
Oft ist es auch von Interesse, wie stark sich eine Verteiumghren Erwartungswert konzen-
triert. Hier ist es sinnvoll, den Abstand vof(w) zum Erwartungswert entsprecheR(lv) zu
gewichten.

Definition A.7 Hat eine ZufallsvariablX den Erwartungswelk X, so heifl3t
1. V(X) = E(X — EX)? die Varianzvon X.
2. ox = VYV(X) die StandardabweichungderStreuungvon X.

8)Thomas Baves (1702-1761).
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A.6 \Verteilungen

Binomialverteilung Eine der einfachsten und bekanntesten (diskreten) Mamnigdn ist die
Binomialverteilung Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeiten hdacher Wiederholung eines
Zufallsexperiments mit nur zwei moglichen ErgebnisseB.(z» € {0,1}). Ist hierbeip die
Wahrscheinlichkeit fliew = 1 und folglich 1- p die Wahrscheinlichkeit fuw = 0, so ist die
Wahrscheinlichkeit fuk 1en ausy Durchfihrungen des Zufallsexperiments

Bing,p(K) = (E) P - p)™k. (A.4)

0.251

0.2

ol .

2 4 6 8 10

Abbildung 4: Binomialverteilung mih = 10 undp =5

Multinomialverteilung Eine etwas allgemeinere Form der Binomialverteilungrmitabhani-
gen Ergebnissen und Wahrscheinlichkeiteq (. ., p;) ist dieMultinomialverteilungDie Wahr-
scheinlichkeit, ben = k; + k; + ... + k, Durchfihrungen des Zufallsexperimekismal das
Ergebnis 1k;-mal das Ergebniss 2, ... ukgmal das Ergebnis zu erhalten, ist

n! K

— k:
k! k™

Mult(n p,.p,....p) (Kes Ko, - .. k) P (A.5)

Normalverteilung Die Normalverteilungist der (stetige) Grenzfall der Binomialverteilung
fir n — oo. FUr dieStandardnormalverteilun@Abb. 5) mit Erwartungswert O und Varianz 1

gilt:

1 2
X)=——€e72. A.6
¢(X) Vo (A.6)
I'-Verteilung Die zu
_ B a1 ~BX
Jp(X) = T (a)x" e (x> 0) (A.7)

gehorende Verteilung heitVerteilungmit den Parametera undg.
Hierbei istI'(t) = [~ x~te™dx t> 0.

19



MARKOVKETTEN UND VERDECKTE M ARKOVMODELLE A StocHASTISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 5: Standardnormalverteilung

A.7 Maximum-Likelihood-Schatzer

In der Statistik kann man das bei einer Messung gewonnerenDwterial $tichprobgals Rea-
lisierungXx = (Xq, %o, . . ., X,) €ines Vektors von Zufallsvariablefi= (X, Xo, ..., X,) aufassen.
Bei einer konkreten Problemstellung werden gewisse Kesserbeziglich dgfRahmenbedin-
gungen*“ eines Zufallsexperiments vorhanden sein, ausdaale Schliisse Uber eine mogliche
VerteilungP von X ziehen lassen. IR bis auf endlich viele Parameteh(6,, . . ., 6,) bestimmt,
spricht man von eingoarametrischen Verteilungsannahme= (64, 6,, . . ., 6y,) ist dann der un-
bekanntdParameter-Vektoder Verteilung und man schreib} anstelle vorP. Die Menge der
moglichen Werte fup hei3tParameterbereicl®. Meistens gilt® € R™.

Welche Parameter unbekannt sind, hangt von der Art deunagr gelegten Verteilung ab. So
konnen z.B. der Erwartungswert, die Varianz oder die Watewmlichkeit fur ein bestimmtes
Ergebnis als unbekannte Paramtef ewftreten.

Um anhand der vorliegenden Daten ein gunstiggshatzen zu konnen, betrachten wir bei ei-
ner vorliegenden Stichprobadie WahrscheinlichkeR(X; = Xy, ..., Xy = X1) = Po(X1) - - - Pa(Xn)
als Funktion vory und halten denjenigen Westfir den, glaubwuirdigsten®, der dem Auftre-
ten der beobachteten Ergebnisse die grof3te Wahrsclineiiwerleint. Dieses Verfahren nennt
manMaximume-Likelihood-Schatzmethode

Definition A.8 Fur eine feste Stichprobe= (X, ..., X,) undf € © heildt
n
6= L) = | [Pa(x)
i=1

die Likelihood-Funktiorzu x. WennL, einen Maximalwert ir§(X) annimt, also
Ly(6) = sudLy(6) : 6 € ©} (A.8)

gilt, heiBtd(x) Maximum-Likelihood-Schatzeon 6.
Haufig gilt ® ¢ R™, und §(x) kann durch Diferentiation gefunden werden. Dabei ist es
zweckmaRig, statt, die Funktion£, = log(Lx) zu betrachten, die wegen der Monotonie des

Logarithmus das Maximum an der gleichen Stelle hatfLikelihood-Funktioh
In der Praxis existiert meistens ein ML-Schatzeund er ist in der Regel ejjguter “ Schatzer.
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B ALGORITHMEN

B Algorithmen

Viterbi-Algorithmus

Initialisierung § = 0):
Rekursioni{=1,...,n):

Terminierung:

Zuruckverfolgeni(=n,...,1):

v0(0) =1,v,(0)=0furu>0

0a(1) = () maxv, (i - 1)p.-. 1

Zeiger(2) = argmaxv, (i — 1)e,(1))
M

P(X, 77*) = mﬂax{vu(n) pﬂ—>0};

n* = argmaxP(X, rr)

n = Zeigeg(r;)

Forward-Algorithmus

Initialisierung { = 0):
Rekursioni{=1,...,n):

Terminierung:

fo(0) =1, f,(0) = O furu > 0
fai) = ea(Xa)%f,l(i - 1)P.a

P(X) = 2 fﬂ(n) p}l—>0

Backward-Algorithmus

Initialisierung { = n):
Rekursion{=n-1,...,1):

Terminierung:

b,(n) = p,o fur alle u
b}l(l) = ;e/l(XHl)b/l(i + 1)p‘u—>/1

P(x) = %}eﬁ(xl)bﬁ(n) Po—sy
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