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Vorwort

Das vorliegende Skriptum entsteht im Sommersemester 2012 für den zweiten Teil der
Vorlesung Lineare Algebra für die Fachrichtung Informatik. Es baut auf dem ersten Teil
der Vorlesung auf, wie er nachzulesen ist im Skriptum von Prof. Enrico Leuzinger [10].

In Teil II der Vorlesung wird der Stoff stärker auf das Wesentliche reduziert als in Teil I.
Dennoch soll verstärkt ein Einblick in Anwendungen im Bereich der Informatik gegeben
werden. Insbesondere die algorithmischen Aspekte werden stärker betont.

Der Anhang bietet weiterführende Informationen, die nicht unmittelbar zum Stoff der
Vorlesung gehören, aber das Verständnis an einigen Stellen erleichtern und vertiefen.

Für hilfreiche Anmerkungen und Korrekturen bin ich meinen Kollegen Sandra Lenz und
Diego De Filippi sowie den Studenten Felix Benz-Baldas und Michael Tobias zu großem
Dank verpflichtet.
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Was mich nicht umbringt, macht mich stärker.
F N
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Notation

Wir werden in diesem Skript die folgenden Schreibweisen für Konzepte aus dem
ersten Teil der Vorlesung verwenden:

• Das Kronecker-Symbol bezeichnen wir mit δi j (es gilt δii = 1 und δi j = 0
falls i , j).

• Für die Äquivalenzklasse eines Elementes x aus einer Menge (Gruppe, Ring,
Vektorraum. . . ) X schreiben wir [x] oder x, je nachdem, was der Lesbarkeit
förderlicher ist.

• Der Ring der m×n-Matrizen mit Einträgen aus einem Ring R wird mit Rm×n

bezeichnet. Ist K ein Körper, so bezeichnet GLn(K) die (multiplikative)
Gruppe der invertierbaren Matrizen.

• Die Vektoren der Standardbasis im Kn bezeichnen wir mit e1, . . . , en. Die
n × n-Einheitsmatrix wird mit In oder I bezeichnet.

• Mit R[X] bezeichnen wir den Ring der Polynome in der Variablen X mit
Koeffizienten aus einem Ring R. Für den Grad eines Polynoms f ∈ R[X]
schreiben wir deg( f ). Das Nullpolynom hat nach Definition den Grad −∞.

• FürK-Vektorräume V,W bezeichnet Hom(V,W) die Menge der Homomor-
phismen (K-lineare Abbildungen) von V nach W. Wenn wir die Abhän-
gigkeit vom SkalarkörperK betonen, schreiben wir auch HomK(V,W). Für
die Menge der Endomorphismen Hom(V,V) schreiben wir auch End(V).
Die Gruppe der Automorphismen (invertierbare Endomorphismen) wird mit
Aut(V) oder GL(V) bezeichnet. (Analoge Notationen verwenden wir für
Homomorphismen von Gruppen, Ringen und Körpern.)

• Der Dualraum Hom(V,K) zu einemK-Vektorraum V wird mit V? bezeich-
net. Für eine lineare Abbildung Φ : V → W wird die duale Abbildung mit
Φ? : W? → V? bezeichnet.

• Die Darstellung eines Vektors x ∈ V bzgl. einer Basis B durch einen Spalten-
vektor inKn schreiben wir ΘB(x). Die Abbildungsmatrix einer linearen Ab-
bildung Φ bzgl. zweier Basen C und B schreiben wir MC

B (Φ). Für Basis-
wechselmatrizen schreiben wir kurz MC

B statt MC
B (idV).

• Der Eigenraum zum Eigenwert λ eines Endomorphismus Φ wird mit Eλ

oder Eλ(Φ) bezeichnet. Die Menge aller Eigenwerte (das Spektrum von Φ)
schreiben wir als Spec Φ.

Weitere Notation wird im Laufe der Vorlesung eingeführt.
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Teil I

Polynome und Endomorphismen
Unser Ziel im ersten Teil der Vorlesung ist es, eine vollständige Klassifikation
der Konjugationsklassen von komplexen Matrizen herzuleiten. Das bedeutet, dass
jede Matrix A ∈ Cn×n zu einer eindeutigen Matrix Ã ähnlich ist, die eine besonders
einfache Gestalt annimmt und nur von der Konjugationsklasse von A abhängt.
Dies ist die sogenannte Jordansche Normalform von A. Sie verallgemeinert die
bereits bekannte Diagonalform für diagonalisierbare Matrizen.

Die genaue Gestalt der Jordanschen Normalform von A ist mit der Gestalt des
charakteristischen Polynoms fA von A eng verknüpft. Das werden wir zum Anlass
nehmen, im ersten Kapitel die Struktur der Polynomringe K[X] genauer zu stu-
dieren. Dabei werden wir Analogien zu den Ringen der ganzen Zahlen Z und den
Restklassenringen Z/nZ besonders herausarbeiten. Ein erfreulicher Nebeneffekt
dieser Untersuchungen wird sein, dass wir bereits einige einfache Verfahren aus
der Kryptographie verstehen können.

1 Teilbarkeit in Ringen

Sofern nicht anders angegeben, sei in diesem Kapitel stets R ein Ring mit Eins.

1.1 Einheiten, Ideale und Teilbarkeit

Einer der einfachsten uns bekannten Ringe ist der Ring Z der ganzen Zahlen. Die
einzigen multiplikativ invertierbaren Elemente von Z sind −1 und +1, und jedes
Element n ∈ Z lässt sich als Produkt

n = pν1
1 · · · pνk

k

von verschiedenen Primzahlen p1, . . . , pk darstellen. Diese Darstellung ist eindeu-
tig bis auf die Reihenfolge und das Multiplizieren einiger pi mit einem Faktor −1;
so ist etwa

60 = 22 · 3 · 5 = (−5) · 22 · (−3).

Die Vielfachen einer Zahl a bilden die Menge aZ, und ist n ein Vielfaches sowohl
von a als auch von b, so gilt

n ∈ aZ ∩ bZ.
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Insbesondere gilt mit der obigen Primfaktorzerlegung:

n ∈ pν1
1 Z ∩ . . . ∩ pνk

k Z.

Gilt |a| > |b| für zwei nicht-invertierbare Elemente a, b ∈ Z\{±1}, so können wir
Division mit Rest durchführen. Dies liefert

a = q · b + r,

wobei für den Rest r stets |r| < |b| gilt. In der Sprache der Kongruenzen bedeutet
dies

a ≡ r mod b bzw. a = r ∈ Z/bZ
und a ist genau dann durch b teilbar, wenn r = 0 gilt. Durch wiederholtes Anwen-
den der Division mit Rest (diesmal auf b und r) können wir den größten gemein-
samen Teiler von a und b ermitteln (Algorithmus 1.28).

Im Ring Z lässt es sich also sehr angenehm rechnen. In diesem Kapitel wollen
wir uns mit Ringen R beschäftigen, die ähnlich gutartige Eigenschaften haben wie
Z. Dazu werden wir alle der oben angeführten Eigenschaften von Z für abstrakte
Ringe verallgemeinern und dann die Klasse derjenigen Ringe studieren, die diese
verallgemeinerten Eigenschaften besitzen (die wir als euklidische Ringe kennen-
lernen werden). Besonders interessant ist dabei der RingK[X] der Polynome über
einem KörperK.

Zunächst untersuchen wir die multiplikativ invertierbaren Elemente von R.

Definition 1.1 Es sei R ein Ring mit Eins. Ein Element x ∈ R heißt Einheit, falls
ein Element x′ ∈ R existiert, so dass gilt:

x · x′ = 1 = x′ · x.
Wir schreiben x−1 für x′. Die Menge aller Einheiten von R heißt Einheitengruppe
und wird mit R× bezeichnet.

Hilfssatz 1.2 Die Einheitengruppe R× bildet mit der Multiplikation von R als Ver-
knüpfung eine Gruppe mit neutralem Element 1.

B: Die Multiplikation in R ist assoziativ, da R ein Ring ist. Es ist 1 ∈ R×, da
1 · 1 = 1. Nach Definition von R× existiert für jedes x ∈ R ein inverses Element
x−1 ∈ R×. Für x, y ∈ R× gilt (wegen der Assoziativität)

(xy)(y−1x−1) = 1 = (y−1x−1)(xy),

also (xy)−1 = y−1x−1. Somit ist R× unter der Multiplikation abgeschlossen. �
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Beispiel 1.3 (Einheitengruppen)

(a) Für R = Z ist
Z× = {−1, 1}.

(b) Es sei R = Z/6Z. Damit eine Klasse n = n + 6Z eine Einheit in Z/6Z ist,
muss ein m ∈ Z existieren, so dass gilt:

n · m = 1,

was äquivalent ist zu
n · m = q · 6 + 1

für ein geeignetes q ∈ Z. Von den Zahlen von 1 bis 6 erfüllen dies 1 und 5:

1 · 1 = 0 · 6 + 1,
5 · 5 = 4 · 6 + 1.

Die übrigen Zahlen n = 2, 3, 4, 6 haben jeweils einen Primfaktor p (ent-
weder 2 oder 3) mit 6 gemeinsam. Damit ist n · m = q · 6 + 1 äquivalent
zu

n · m − q · 6︸        ︷︷        ︸
∈pZ

= 1 < pZ,

ein Widerspruch. Also ist

(Z/6Z)× = {1, 5}.

(c) Für einen KörperK sind nach Definition alle Elemente x ∈ K\{0} invertier-
bar. Somit ist

K× = K\{0}.

(d) Im PolynomringK[X] über dem KörperK sind die invertierbaren Elemente
genau die konstanten Polynome , 0, also

K[X]× = K×.

(e) Im Ring Kn×n der n × n-Matrizen über K ist die Einheitengruppe (nach
Definition) die allgemeine lineare Gruppe,

(Kn×n)× = GLn(K).
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Wir überlegen nun, welche Eigenschaften ein Ring besitzen muss, um ähnliche
Teilbarkeitseigenschaften wie Z zu haben. Zunächst verlangen wir dazu, dass der
Ring R kommutativ sei, denn sonst würde aus

a · b = c (für ein geeignetes b)

nicht automatisch folgen, dass auch

b′ · a = c (für ein geeignetes b′)

gilt. Wir müssten im nicht-kommutativen Fall also eine lästige Unterscheidung
zwischen „Linksteilern“ und „Rechtsteilern“ machen. Außerdem gilt für alle a ∈
Z die Kürzungsregel

„aus a , 0 und a · b = a · c folgt b = c“,

die wir auch im allgemeineren Fall behalten wollen. Daher verlangen wir, dass
der Ring R nullteilerfrei sei, denn daraus folgt sofort diese Kürzungsregel.

Definition 1.4 Ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins heißt integer (oder
Integritätsbereich).

Beispiel 1.5 Die Ringe Z und K[X] sind integer. Falls n keine Primzahl ist, be-
sitzen die Ringe Z/nZ Nullteiler und sind somit nicht integer. Da sie aber durch
Quotientenbildung aus dem integren Ring Z konstruiert wurden, können viele Ei-
genschaften von Z/nZ aus den Teilbarkeitseigenschaften in Z abgeleitet werden
(wie etwa in Beispiel 1.3 (b) geschehen).

Definition 1.6 Es sei R ein integrer Ring.

(a) Es seien x, y ∈ R. Wir sagen, x teilt y (geschrieben x | y), falls ein q ∈ R
existiert mit q · x = y.

(b) Es seien x1, . . . , xk ∈ R. Ein Element g ∈ R heißt größter gemeinsamer
Teiler von x1, . . . , xk (geschrieben g = ggT(x1, . . . , xk)), falls gilt

• g ist ein Teiler der Elemente x1, . . . , xk,

• ist d ∈ R ein weiterer Teiler der Elemente x1, . . . , xk, so ist d auch ein
Teiler von g.

(c) Gilt ggT(x1, . . . , xk) = 1, so heißen x1, . . . , xk teilerfremd (oder coprim).

Bemerkung 1.7 Der ggT ist nur eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit
einer Einheit. Die Schreibweise ggT(x, y) = g bedeutet also, dass für jedes u ∈ R×

das Element u · g ebenfalls ein ggT von x und y ist.
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Konvention: Im Fall R = Z bezeichnen wir mit ggT(a, b) stets den positiven
größten gemeinsamen Teiler von a und b; im Fall R = K[X] bezeichnen wir mit
ggT(a, b) stets das normierte Polynom, das größter gemeinsamer Teiler von a und
b ist. Dadurch wird die Schreibweise eindeutig.

Bemerkung 1.8 Für alle x ∈ R gilt 1 | x und x | 0. Andererseits gilt für x , 0
immer 0 - x.

Aufgabe 1.9 Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Quasiordnung auf R, d.h. sie ist
reflexiv und transitiv.

Aufgabe 1.10 Aus x | y und x | z folgt x | y + z.

Bemerkung 1.11 Es gilt

ggT(x1, x2, x3) = ggT(ggT(x1, x2), x3),

denn für jeden Teiler d von ggT(x1, x2) und x3 gilt insbesondere d | x1, d | x2, und
somit d | ggT(x1, x2, x3) nach Definition des größten gemeinsamen Teilers.

Hilfssatz 1.12 (Kürzungsregel) Es sei R ein integrer Ring und a, x, y ∈ R, a , 0.
Wenn a · x = a · y gilt, dann gilt bereits x = y.

B: Die Bedingung a · x = a · y ist äquivalent zu a · (x − y) = 0. Da a , 0 und
R nullteilerfrei ist, muss x − y = 0 gelten, also x = y. �

Definition 1.13 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Teilmenge I ⊂ R
heißt Ideal in R, wenn gilt:

(i) I ist eine additive Untergruppe von R, d.h. 0 ∈ I und aus x, y ∈ I folgt
x + y ∈ I und −x ∈ I.

(ii) Für alle r ∈ R und x ∈ I gilt r · x ∈ I.

Man beachte, dass Ideale in der Regel keine Teilringe von R sind, da wir nicht
verlangen, dass 1 ∈ I gilt (in der Tat ist R selbst das einzige Ideal, das 1 enthält).

Definition 1.14 Für x ∈ R nennen wir

〈x〉 = {r · x | r ∈ R}
das von x erzeugte Hauptideal in R. Allgemeiner schreiben wir

〈x1, . . . , xn〉 = {r1 · x1 + . . . + rn · xn | r1, . . . , rn ∈ R}
für das von den Elementen x1, . . . , xn ∈ R erzeugte Ideal in R.
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Beispiel 1.15 (Ideale)

(a) In jedem Ring R sind R selbst und {0} Ideale, die trivialen Ideale.

(b) Im Ring Z der ganzen Zahlen ist für jedes n ∈ Z die Menge nZ ein Ideal,
denn für a, b ∈ Z gilt an + bn = (a + b)n ∈ nZ und a(bn) = (ab)n ∈ nZ. Das
Ideal nZ ist ein Hauptideal mit Erzeuger n.

(c) Es sei R = K[X]. Für α ∈ K
〈X − α〉 = {h · (X − α) | h ∈ K[X]}

das Ideal aller Polynome, die α als Nullstelle haben.

(d) Allgemeiner erzeugt jedes Polynom f ∈ K[X] ein Ideal 〈 f 〉 in K[X], das
alle Vielfachen von f enthält. Ist deg( f ) = 0, also f ∈ K\{0}, so ist 〈 f 〉 =

K[X]. Andernfalls ist 〈 f 〉 ein echtes Ideal inK[X].

Der von f in K[X] erzeugte Untervektorraum [ f ] ist eine echte Teilmenge
des Ideals 〈 f 〉:

[ f ] = {λ · f | λ ∈ K} ( {h · f | h ∈ K[X]} = 〈 f 〉.

(e) Es sei Φ : V → V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraumes V . Dann ist

IΦ = { f ∈ K[X] | f (Φ) = 0}
ein Ideal im Polynomring K[X], nämlich der Kern des Einsetzungshomo-
morphismus

K[X]→ End(V), f 7→ f (Φ).

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist das charakteristische Polynom fΦ
von Φ ein Element von IΦ. Aus Satz 1.33 folgt, dass IΦ ein Hauptideal ist.
Der normierte Erzeuger von IΦ heißt Minimalpolynom von Φ.

Hilfssatz 1.16 Es sei Φ : R1 → R2 ein Homomorphismus von Ringen. Dann ist
Kern Φ = {x ∈ R1 | Φ(x) = 0} ein Ideal in R1.

B: Es seien r ∈ R1 und x, y ∈ Kern Φ. Da Φ ein Homomorphismus ist, gilt

Φ(x + y) = Φ(x) + Φ(y) = 0 + 0 = 0,
Φ(r · x) = Φ(r) · Φ(x) = Φ(r) · 0 = 0.

Somit x + y, r · x ∈ Kern Φ, d.h. Kern Φ ist ein Ideal. �
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Aufgabe 1.17 Ein Ideal I enthält genau dann eine Einheit u ∈ R×, wenn I = R
gilt.

Aufgabe 1.18 IstK ein Körper, so sind die einzigen Ideale inK die trivialen.

Teilbarkeit lässt sich auch mit Hilfe der Ideale eines Ringes charakterisieren:

Satz 1.19 Es sei R ein integrer Ring und x, y ∈ R.

(a) Es gilt x | y genau dann, wenn 〈y〉 ⊂ 〈x〉.
(b) Es gilt 〈x〉 = 〈y〉 genau dann, wenn x = u · y für eine Einheit u ∈ R×.

(c) Falls 〈x, y〉 = 〈g〉, so ist g = ggT(x, y).

(d) Falls 〈x, y〉 = R, so sind x, y teilerfremd.

B:

(a) Es gilt y = r · x für ein r ∈ R genau dann, wenn y ein Element von 〈x〉 ist.

(b) Gilt x = u · y, so gilt auch y = u−1 · x. Mit Teil (a) folgt nun 〈x〉 ⊂ 〈y〉 und
〈y〉 ⊂ 〈x〉, also 〈x〉 = 〈y〉.
Gilt umgekehrt r · x = y und s · y = x, so gilt srx = x. Kürzen von x liefert
sr = 1, und somit sind r, s ∈ R×. Dann erfüllt u = s die Gleichung x = u · y.

(c) Nach Voraussetzung gibt es a, b ∈ R mit g = ax + by. Da x, y ∈ 〈g〉, ist g
ein Teiler von x und y. Für jeden gemeinsamen Teiler d von x und y folgt
daraus d | g. Somit ist g = ggT(x, y).

(d) Folgt aus der vorigen Aussage und Aufgabe 1.17. �

Die entsprechenden Aussagen gelten für eine beliebige Anzahl von Elementen
x1, . . . , xk ∈ R.

Als Primzahlen bezeichnet man oft diejenigen p ∈ N, die „nur durch sich selbst
und 1 teilbar sind“. Da wir den Ring Z ⊃ N betrachten, müssen wir aber auch −1
noch als Teiler zulassen. Allgemeiner wollen wir für Primelemelemente alle Ein-
heiten als Teiler zulassen, womit die Bedingung „prim“ bedeuten soll, dass p zu
allen Elementen aus R\R× teilerfremd ist. Wir geben hier eine noch allgemeine-
re Definition, die aber (wie wir später sehen werden) in den für uns interessanten
Fällen genau die obige Bedingung wiedergibt. Aus praktischen Gründen schließen
wir dabei die Einheiten von vornherein aus der Definition aus.



8 1 Teilbarkeit in Ringen

Definition 1.20 Es sei R ein integrer Ring und p ∈ R\R×, p , 0.

(a) p heißt irreduzibel, falls aus einer Zerlegung p = x ·y stets folgt, dass eines
der beiden Elemente x oder y eine Einheit ist.

(b) p heißt prim (oder Primelement), falls aus p | x · y mit x, y ∈ R stets p | x
oder p | y folgt.

Hilfssatz 1.21 Ist p ∈ R ein Primelement, so ist p auch irreduzibel.

B: Es sei p = x · y, insbesondere ist p dann ein Teiler von x · y. Da p prim
ist, gibt es ein a ∈ R, so dass (ohne Einschränkung) gelte: p · a = x. Dann gilt

p = x · y = p · a · y

und wegen der Kürzungsregel gilt dann

1 = a · y.

Also ist y ∈ R×. Somit ist p irreduzibel. �

Beispiel 1.22 (Primelemente)

(a) Die Primelemente in Z sind genau die Elemente ±p, wobei p die Menge
der Primzahlen {2, 3, 5, 7, 11, . . .} durchläuft.

(b) In C[X] sind die Primelemente genau die Polynome

p = a1X + a0,

wobei a1 ∈ C×, a0 ∈ C. Dies ist eine Folge des Fundamentalsatzes der
Algebra und wird in Abschnitt 1.3 wieder aufgegriffen.1)

(c) In R[X] sind die irreduziblen Polynome von der Form

p = a1X + a0 oder q = b2X2 + b1X + b0,

wobei a1, b2 ∈ R×, a0, b1, b0 ∈ R, so dass das Polynom q keine reelle Null-
stelle hat. Beispielsweise ist das Polynom X2 + 1 irreduzibel in R[X], da es
nur die Nullstellen i und −i in C hat.

1)Bei Polynomen ist es üblich, den Begriff irreduzibel anstelle von prim zu verwenden. Die
beiden Begriffe stimmen in diesem Fall nach Satz 1.33 überein.
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(d) In Polynomringen über anderen Körpern lassen sich die irreduziblen Poly-
nome in der Regel nicht so einfach charakterisieren. Die Polynome a1X +a0

vom Grad 1 sind immer irreduzibel, aber im Allgemeinen gibt es noch wei-
tere. Es gibt eine Reihe von Kriterien, mit denen man auf Irreduzibilität prü-
fen kann, siehe Kapitel 2.8 in Bosch [1]. Beispielsweise ist für jede Primzahl
p ∈ N das Polynom Xp−1 + Xp−2 + . . . + X + 1 irreduzibel inQ[X], und das
Polynom Xp − X − 1 ist irreduzibel in Fp[X].

Idealtheoretisch lässt sich die Primeigenschaft so formulieren:

Definition 1.23 Ein IdealP in einem Ring R heißt Primideal, wenn für alle x, y ∈
R aus x · y ∈ P stets x ∈ P oder y ∈ P folgt.

Hilfssatz 1.24 Sei R ein integrer Ring und p ∈ R prim. Dann ist das Hauptideal
〈p〉 ein Primideal.

B: x · y ∈ 〈p〉 bedeutet p | x · y. Also p | x oder p | y, was wiederum bedeutet
x ∈ 〈p〉 oder y ∈ 〈p〉. �

Um weitere Eigenschaften der ganzen Zahlen Z (wie z.B. die eindeutige Prim-
faktorzerlegung oder die Möglichkeit, den ggT zu berechnen) verallgemeinern zu
können, müssen wir die Klasse der Ringe, die wir betrachten, noch weiter speziali-
sieren. Insbesondere wollen wir eine Division mit Rest durchführen können. Diese
Ringe sind Gegenstand des nächsten Abschnitts.

1.2 Euklidische Ringe

Definition 1.25 Ein integrer Ring R heißt euklidischer Ring, falls es eine Funk-
tion δ : R → N0 gibt, so dass Folgendes gilt: Für alle a, b ∈ R gibt es eine
Darstellung

a = q · b + r (1.1)

mit q, r ∈ R, wobei r = 0 oder δ(r) < δ(b).

In anderen Worten: In euklidischen Ringen ist Teilen mit Rest möglich. Falls die
Division nicht aufgeht, ist der Rest r kleiner (bzgl. δ) als der Divisor b.

Beispiel 1.26 (Euklidische Ringe)

(a) Der Ring Z ist ein euklidischer Ring mit δ(n) = |n|. Für die ganzzahlige
Division schreiben wir q = a ÷ b, mit q, a, b wie in (1.1).
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(b) Der Polynomring K[X] ist ein euklidischer Ring mit δ( f ) = deg( f ) für
f , 0 und δ(0) = 0. Dies sieht man mit Hilfe der Polynomdivision: Es seien
f , g ∈ K[X]\{0} und

f = amXm + . . . + a1X + a0, g = bnXn + . . . + b1X + b0.

mit am, bn , 0, wobei wir m ≥ n annehmen (also deg( f ) ≥ deg(g)). Dann
setze

q0 =
am

bn
Xm−n

und erhalte (nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen nach Potenzen)

f1 = f − q0 · g =

(
am − am

bn
bn︸      ︷︷      ︸

=0

)
Xm +

(
am−1 − am

bn
bn−1

)
Xm−1 + . . .

Falls f1 = 0, so erfüllen r = f1 und q = q0 die Bedingung (1.1). Falls f1 , 0,
so ist deg( f1) ≤ m − 1 < deg( f ). Mit Induktion über m = deg( f ) dürfen wir
annehmen, dass es eine Zerlegung f1 = q1 ·g+r gibt, so dass deg(r) < deg(g)
erfüllt ist. Nun ist

f = (q1 + q0) · g + r

die gesuchte Zerlegung (1.1) für f mit deg(r) < deg(g) und q = q1 + q0.

Beispiel 1.27 Es seien f = 2X4 + X2 − 3X + 2, g = −X2 + X − 1 ∈ R[X]. Wir
bestimmen mit Hilfe der Polynomdivision wie in Beispiel 1.26 die Elemente q, r ∈
R[X], so dass f = q · g + r:

• Setze q0 = −2X2. Dann ist f1 = f − q0 · g = 2X3 − X2 − 3X + 2.

• Setze q1 = −2X. Dann ist f2 = f1 − q1 · g = X2 − 5X + 2.

• Setze q2 = −1. Dann ist f3 = f2 − q2 · g = −4X + 1. Nun ist deg( f3) < deg(g)
und für q = q0 + q1 + q2 = −2X2 − 2X − 1 gilt

−4X + 1 = f3 = f2 − q2 · g
= ( f1 − q1 · g) − q2 · g = f1 − (q1 + q2) · g
= ( f − q0 · g) − (q1 + q2) · g
= f − (q0 + q1 + q2) · g
= f − q · g.

Der Divisionsrest ist somit r = f3 = −4X + 1.
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Algorithmus 1.28 (Euklidischer Algorithmus) Es sei R ein euklidischer Ring
und a0, a1 ∈ R. Teile solange mit Rest,

ai−1 = qi · ai + ai+1 (mit δ(ai) > δ(ai+1)) für i = 1, . . . , n, (1.2)

bis nach endlich vielen Schritten der Rest an+1 = 0 bleibt. Dann ist an = ggT(a0, a1).

B: Da die Folge der δ(ai) streng monoton fällt und ≥ 0 ist, endet der Algo-
rithmus nach endlich vielen Schritten.

Der Algorithmus hat die Schleifeninvariante ggT(ai−1, ai) = ggT(ai, ai+1) für i =

1, . . . , n: Ist g = ggT(ai, ai+1), so gilt d | g für jeden gemeinsamen Teiler d ∈ R
von ai und ai+1. Nach der Definition von ai+1 in (1.2) ist d genau dann ein Teiler
von ai und ai+1, wenn d ein Teiler von ai und ai−1 ist. Also gilt auch d | g für jeden
gemeinsamen Teiler von ai und ai−1, d.h. g = ggT(ai−1, ai).

Im letzten Schritt des Algorithmus gilt nun ggT(a0, a1) = ggT(a1, a2) = . . . =

ggT(an, an+1) = ggT(an, 0) = an. �

Folgerung 1.29 (Lemma von Bézout) Es sei R ein euklidischer Ring und a, b ∈
R. Es gibt s, t ∈ R, so dass

ggT(a, b) = sa + tb. (1.3)

B: Zum Beweis verwenden wir eine erweiterte Variante des euklidischen
Algorithmus (mit Notation wie im Beweis von Algorithmus 1.28 und a0 = a,
a1 = b): Der Algorithmus liefert eine Folge von Resten

ai+1 = ai−1 − qi · ai, i = 1, . . . , n

wobei an = ggT(a0, a1) und an+1 = 0. Dies lässt sich durch Matrizen ausdrücken:(
ai

ai+1

)
= Qi ·

(
ai−1

ai

)
mit Qi =

(
0 1
1 −qi

)
.

In der erweiterten Form des euklidischen Algorithmus berechnet man in jedem
Schritt die Matrix Ai = Qi · Ai−1, wobei A0 = I2. Wenn der Algorithmus nach n
Schritten endet, gilt(

ggT(a0, a1)
0

)
=

(
an

an+1

)
= Qn · · ·Q1 ·

(
a0

a1

)
= An ·

(
a0

a1

)
.

Die gesuchten Elemente s, t sind also die Einträge in der ersten Zeile der Matrix
An =

( s t
s′ t′

)
. �
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Bemerkung 1.30 Obwohl der euklidische Algorithmus für R = Z einer der älte-
sten und einfachsten Algorithmen überhaupt ist, gestaltet sich die Analyse seines
Aufwands keineswegs einfach. Der Aufwand des Algorithmus wird dadurch be-
stimmt, wie oft die Division mit Rest (1.2) durchgeführt werden muss. Nehmen
wir 0 ≤ a1 ≤ a0 an. Für die Folge der Divisionsreste in (1.2) gilt

a1 > a2 > . . . > an > 0.

Für die Quotienten qi = ai−1÷ai der ganzzahligen Divisionen in (1.2) gilt demnach

qi ≥ 1 für 1 ≤ i ≤ n − 1, qn ≥ 2. (∗)
Für 1 ≤ i ≤ n − 1 liefert dies

ai−1 = aiqi + ai+1

> ai+1qi + ai+1

= ai+1(qi + 1)

und folglich
n−1∏
i=1

ai−1 >

n−1∏
i=1

ai+1(qi + 1).

Die Faktoren a2, a3, . . . , an−2 tauchen auf beiden Seiten auf und können daher raus-
gekürzt werden:

a0a1 > an−1an

n−1∏
i=1

(qi + 1)

= a2
nqn

n−1∏
i=1

(qi + 1).

Mit (∗) und a0 ≥ a1 können wir dies weiter abschätzen zu

a2
0 ≥ a0a1

> a2
n · 2 · 2n−1

= 2n ggT(a0, a1)2

≥ 2n.

Es folgt
2 log(a0) > n.

Der Anzahl der Schleifendurchläufe des Algorithmus liegt also in O(log(m)) für
m = max{|a0|, |a1|}. Der ungünstigste Fall tritt für ggT( fn+1, fn) ein, wobei fn die
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nte Fibonacci-Zahl ist (definiert durch fn+1 = fn + fn−1 mit f1 = 1, f0 = 0). In die-
sem Fall benötigt der Algorithmus für n > 1 genau n−1 Schleifendurchläufe. Eine
noch genauere Analyse ist in Knuth [8], Abschnitt 4.5.3, zu finden. Für Polynome
liegt der Aufwand des Algorithmus in O(m2), wobei m = max{deg(a0), deg(a1)},
siehe Lipson [11], Abschnitt VII.2.2.

Bemerkung 1.31 Nach Bemerkung 1.11 kann der (erweiterte) euklidische Al-
gorithmus auch verwendet werden, um den ggT von beliebig vielen Elementen
a1, . . . , ak ∈ R zu berechnen und Elemente s1, . . . , sk ∈ R zu bestimmen, so dass
gilt

ggT(a1, . . . , ak) = s1a1 + . . . + skak. (1.4)

Beispiel 1.32 Wir demonstrieren den erweiterten euklidischen Algorithmus an
zwei Beispielen:

(a) Es seien a = 21, b = 8 ∈ Z.

• a0 = 21, a1 = 8 liefert q1 = 2, a2 = 5 und die Matrix Q1 =
( 0 1

1 −2
)
.

• a1 = 8, a2 = 5 liefert q2 = 1, a3 = 3 und die Matrix Q2 =
( 0 1

1 −1
)
.

• a2 = 5, a3 = 3 liefert q3 = 1, a4 = 2 und die Matrix Q3 =
( 0 1

1 −1
)
.

• a3 = 3, a4 = 2 liefert q4 = 1, a5 = 1 und die Matrix Q4 =
( 0 1

1 −1
)
.

• a4 = 2, a5 = 1 liefert q5 = 2, a6 = 0 und die Matrix Q5 =
( 0 1

1 −2
)
. Der

Algorithmus endet in diesem Schritt, da a6 = 0.

Somit ist
ggT(21, 8) = a5 = 1

und

A5 = Q5Q4Q3Q2Q1 =

(
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −1

) (
0 1
1 −1

) (
0 1
1 −1

) (
0 1
1 −2

)
=

(−3 8
8 −21

)
.

Die Elemente in der erste Zeile von A5 erfüllen

1 = (−3) · 21 + 8 · 8.

(b) Es seien a = X13 + X12 − 2X9, b = −X6 − X5 + X4 + X3 + 2X2 − 2 ∈ R[X]
(die auftretenden Polynomdivisionen in den einzelnen Schritten führen wir
nicht aus):

• a0 = X13 + X12 − 2X9, a1 = −X6 − X5 + X4 + X3 + 2X2 − 2 liefert
q1 = −X7 − X5 − X3 − X, a2 = X5 + X4 − 2X und die Matrix Q1 =(

0 1
1 X7+X5+X3+X

)
.
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• a1 = −X6 −X5 + X4 + X3 + 2X2 − 2, a2 = X5 + X4 − 2X liefert q2 = −X,
a3 = X4 + X3 − 2 und die Matrix Q2 =

( 0 1
1 X

)
.

• a2 = X5 + X4 − 2X, a3 = X4 + X3 − 2 liefert q3 = X, a4 = 0 und
die Matrix Q3 =

( 0 1
1 −X

)
. Der Algorithmus endet in diesem Schritt, da

a4 = 0.

Somit ist

ggT(X13 + X12 − 2X9, −X6 − X5 + X4 + X3 + 2X2 − 2)

= a3 = X4 + X3 − 2

und

A3 = Q3Q2Q1 =

(
0 1
1 −X

) (
0 1
1 X

) (
0 1
1 X7 + X5 + X3 + X

)
=

(
X X8 + X6 + X4 + X2 + 1

1 − X2 −X9

)
.

Die Elemente in der erste Zeile von A3 erfüllen

X4+X3−2 = X·(X13+X12−2X9)+(X8+X6+X4+X2+1)·(−X6−X5+X4+X3+2X2−2).

Satz 1.33 Es sei R ein euklidischer Ring.

(a) Jedes Ideal I in R ist ein Hauptideal (d.h. es gibt x ∈ R, so dass I = 〈x〉).
(b) Ein Element p ∈ R ist genau dann irreduzibel, wenn es ein Primelement ist.

B:

(a) Es sei x ∈ I, x , 0, so dass δ(x) minimal ist unter allen Elementen aus I
(das ist möglich, da δ nur Werte aus N0 annimmt). Da R euklidisch ist, gibt
es für jedes y ∈ I Elemente q, r ∈ R mit y = qx + r, wobei δ(r) < δ(x) oder
r = 0. Nun ist aber r = y − qx ∈ I, also r = 0 wegen der Minimalität von x.
Somit y ∈ 〈x〉, und da y beliebig gewählt war, folgt I = 〈x〉.

(b) Ein Primelement ist irreduzibel nach Hilfssatz 1.21.

Nun sei p irreduzibel und es gelte p | xy für gewisse x, y ∈ R. Angenommen,
p - y. Wir müssen zeigen, dass p | x gilt. Es sei g = ggT(p, y). Da p
irreduzibel und g | p, gilt p = hg mit g ∈ R× oder h ∈ R×. Wäre hier
h ∈ R×, so wäre h−1 p ein Teiler von y, und somit auch p ein Teiler von
y, im Widerspruch zur Annahme. Also ist g ∈ R×. Mit dem erweiterten
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euklidischen Algorithmus können wir nun Elemente s, t ∈ R bestimmen,
die

g = sp + ty

erfüllen. Da g eine Einheit ist, können wir dies mit xg−1 multiplizieren und
erhalten

x = xg−1sp + xg−1ty = xg−1sp + g−1txy.

Nach Voraussetzung teilt p beide Summanden auf der rechten Seite, und
somit p | x. Insgesamt folgt, dass p | xy stets impliziert, dass p wenigstens
eines der Elemente x oder y teilt. Somit ist p prim. �

Satz 1.34 (Eindeutige Primfaktorzerlegung) Sei R ein euklidischer Ring. Jedes
Element x ∈ R\R×, x , 0, hat eine Zerlegung

x = p1 · · · pk, (1.5)

wobei die p1, . . . , pk Primelemente in R sind. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf
die Reihenfolge und Multiplikation der pi mit Einheiten aus R×.

B: Zunächst zeigen wir die Existenz:

Sei x ∈ R\R×, x , 0. Nach Satz 1.33 sind Primelemente in R das selbe wie irredu-
zible Elemente. Ist x selbst irreduzibel, so ist x = p1. Andernfalls ist x ein Produkt
x = x1y1 mit x1, y1 < R×. Falls x1, y1 nicht beide irreduzibel sind, zerlege sie
weiter, bis alle Faktoren irreduzibel sind und erhalte so die Primfaktorzerlegung.
Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab: Haben wir nämlich eine
Folge von Elementen xi ∈ R\R× mit der Eigenschaft xi | xi−1 für i = 1 . . . , n und
x0 = x, so gilt nach Satz 1.19

〈x0〉 ⊂ 〈x1〉 ⊂ 〈x2〉 ⊂ . . .
Dann ist I =

⋃∞
i=0〈xi〉 ein Ideal in R und nach Satz 1.33 sogar ein Hauptideal. Es

gibt also ein z ∈ R mit 〈z〉 = I =
⋃∞

i=0〈xi〉. Dann muss aber z ∈ 〈xm〉 gelten für
ein gewisses m ≥ 0. Das bedeutet 〈z〉 = 〈xi〉 für alle i ≥ m. Nach Satz 1.19 (b)
unterscheiden sich die xi für i ≥ m also nur um einen Faktor aus R× von xm. Dies
ergäbe einen Widerspruch, wenn wir das obige Verfahren beliebig lange fortsetzen
könnten.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit:

Es sei x = q1 · · · q j eine weitere Primfaktorzerlegung der Form (1.5), wobei wir
ohne Einschränkung k ≥ j annehmen. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion
über k: Falls k = 1, so ist x selbst prim, also auch j = 1 und p1 = q1 = x. Ist
k > 1, so muss der Primfaktor pk einen der Faktoren qi teilen; nehmen wir ohne
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Einschränkung an, es sei q j. Da q j selbst prim (also irreduzibel) ist, unterscheiden
sich q j und pk nur um einen Faktor u ∈ R×. Mit der Kürzungsregel (Hilfssatz 1.12)
folgt

p1 · · · (u−1 pk−1) = q1 · · · q j−1.

Die linke Seite hat nun einen Primfaktor weniger als x, also können wir auf sie die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Das bedeutet k − 1 = j − 1 und pi = uiqσ(i)

für ui ∈ R× und eine geeignete Permutation σ ∈ Sk−1. Zusammen mit pk = uqk

folgt die Behauptung. �

Als Anwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung können wir nun einen der
ältesten mathematischen Sätze beweisen:

Satz 1.35 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen in N (bzw. in Z).

B  E: Angenommen, es gäbe nur endlich viele positive Primzahlen
p1, . . . , pn. Setze k = 1 + p1 · · · pn. Für i = 1, . . . , n gilt k ≡ 1 mod pi, also ist k
durch keines der pi teilbar. Aber k ist auch keine der Einheiten ±1 von Z. Also
muss die Primfaktorzerlegung von k noch weitere Primzahlen enthalten, die nicht
zu p1, . . . , pn gehören, im Widerspruch zur Annahme. �

Aufgabe 1.36 Ähnlich kann man zeigen, dass der Polynomring K[X] unendlich
viele irreduzible Polynome enthält (dies ist bereits klar, falls K kein endlicher
Körper ist, da ja alle Polynome der Form X + a mit a ∈ K irreduzibel sind).

Wir betrachten einen weiteren Beweis von Satz 1.35 von Euler, der Methoden aus
der Analysis verwendet.

B  E: Angenommen, es gäbe nur endlich viele positive Primzahlen
p1 < p2 < . . . < pn. Für 1 ≤ i ≤ n gilt mit der Formel für die geometrische Reihe

1
1 − p−1

i

=

∞∑
k=0

p−k
i ∈ R,

wobei die Reihe konvergiert, da 0 < |p−1
i | < 1. Folglich ist der folgende Ausdruck

ein Produkt reeller Zahlen:

1
1 − p−1

1

· · · 1
1 − p−1

n
=

( ∞∑
k1=0

p−k
1

)
· · ·

( ∞∑
kn=0

p−k
n

)
=

∞∑
k1=0

. . .

∞∑
kn=0

(p−k1
1 · · · p−kn

n ) =

∞∑
k1=0

. . .

∞∑
kn=0

1

pk1
1 · · · pkn

n

=

∞∑
m=1

1
m
.
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Die letzte Gleichheit gilt, da als Folge von Satz 1.34 die Ausdrücke pk1
1 · · · pkn

n

sämtliche natürliche Zahlen m ∈ N durchlaufen. Die Reihe
∑∞

m=1
1
m ist aber di-

vergent, stellt also keine reelle Zahl dar. Aus diesem Widerspruch folgt, dass es
unendlich viele Primzahlen geben muss. �

1.3 Nullstellen von Polynomen

Im euklidischen Ring R = K[X] erhalten wir wichtige Zusammenhänge zwischen
Teilbarkeit und Nullstellen von Polynomen:

Satz 1.37 Es sei f ∈ K[X] und α, β ∈ K. Dann gilt Folgendes:

(a) Es sei g ∈ K[X], g , 0, mit g(α) = 0. Ist r = f − qg der Rest nach
Polynomdivision, so gilt

r(α) = f (α).

(b) X − α teilt f genau dann, wenn f (α) = 0.

(c) X − α, X − β sind teilerfremd genau dann, wenn α , β.

(d) Ist n = deg( f ), so hat f höchstens n Nullstellen inK.

B:

(a) Es ist f (α) = f (α) − 0 = f (α) − q(α)g(α) = r(α).

(b) In (a) mit g = X −α ist r eine Konstante, also r = f (α). Außerdem ist X −α
genau dann ein Teiler von f , wenn der Divisionsrest r = 0 ist.

(c) Der Divisonsrest bei Polynomdivision von X − α durch X − β ist β − α.

(d) Jede Nullstelle λ von f liefert nach (b) einen irreduziblen Teiler X − λ von
f . Die Nullstellen sind eindeutig bestimmt, da die Primfaktorzerlegung ein-
deutig ist. Gäbe es m > n Nullstellen, so hätte das Produkt von m Linear-
faktoren den Grad m > deg( f ), Widerspruch. �

Wir erinnern an den Fundamentalsatz der Algebra, dessen Beweis im Rahmen der
linearen Algebra nicht möglich ist. Er ist in Bosch [1], Abschnitt 6.3, zu finden.

Satz 1.38 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom inC[X] vom Grad ≥
1 hat eine Nullstelle in C.
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Folgerung 1.39 Jedes Polynom f ∈ C[X] vom Grad n ≥ 1 zerfällt in n Linear-
faktoren,

f = α · (X − λ1) · · · (X − λn),

mit α ∈ C×, wobei die λ1, . . . , λn ∈ C nicht zwingend verschieden sein müssen.

B: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat f eine Nullstelle λ1, und
somit nach Satz 1.37 (b) den Teiler X − λ1. Es gibt also ein Polynom h vom Grad
n − 1 mit f = (X − λ1) · h. Mit Induktion kann man nun schließen, dass h in n − 1
Linearfaktoren zerfällt, womit die Behauptung gezeigt ist. �

1.4 Quotientenringe

Man kann sich vorstellen, dass Z/nZ aus Z entsteht, indem man in Z die zusätz-
liche Rechenregel „n = 0“ einführt. Mit dieser neuen Rechenregel sind natürlich
auch alle Vielfachen kn identisch 0, und Elemente a, b ∈ Z, die sich nur um ein
Vielfaches von n unterscheiden (d.h. a = b + kn für ein geeignetes k), sind mit der
neuen Rechenregel nicht mehr unterscheidbar. Dies drücken wir mit der Schreib-
weise

a ≡ b mod n

aus. Solche Elemente werden in der Restklasse a = a + nZ zusammengefasst.
Dann ist Z/nZ die Menge all dieser Restklassen, und mit den von Z induzierten
Operationen + und · ist Z/nZ ein Ring.

Diese Idee des „Einführens neuer Rechenregeln“ wollen wir nun auf beliebige
Ringe verallgemeinern. Dazu überlegen wir, wie sich das obige Beispiel Z/nZ
mit den in den vorigen Kapiteln eingeführten Begriffen formulieren lässt: Es ist
nZ = 〈n〉, das von n erzeugte Ideal, und die kanonische Projektion π : Z →
Z/nZ, a 7→ a ist ein Ringhomomorphismus mit Kern π = nZ. Die Bedingung
a ≡ b mod n ist äquivalent zu a − b ∈ nZ.

Dies lässt sich auf einen beliebigen Ring R übertragen, indem man ein Ideal I ⊂ R
auswählt und diejenigen Elemente a, b ∈ R als äquivalent auffasst, die a − b ∈ I
erfüllen. Die Idee hierbei ist, dass I genau diejenigen Elemente enthält, die nach
dem Einführen neuer Rechenregeln auf 0 gesetzt worden sind. Daher bezeichnet
man die Erzeuger von I oft als Relationen und I als das Relationenideal.

Satz 1.40 Es sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal in R. Dann ist die
Menge

R/I = {x = x + I | x ∈ R} (1.6)
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ebenfalls ein kommutativer Ring, wenn man + und · über Vertreter x, y ∈ R defi-
niert:

x + y = x + y,

x · y = x · y.
Die kanonische Projektion π : R → R/I, x 7→ x ist ein surjektiver Homo-
morphismus von Ringen mit Kern π = I.

B: Die Ringeigenschaften vererben sich ohne weiteres von R auf R/I. Es
bleibt zu zeigen, dass die Definitionen der Verknüpfungen unabhängig von der
Auswahl der Vertreter x, y (d.h. wohldefiniert) sind: Seien x − x′, y − y′ ∈ I. Es
gilt

x + y = x + y = (x − x′) + (y − y′) + x′ + y′ = x − x′ + y − y′︸            ︷︷            ︸
∈I

+x′ + y′ = x′ + y′.

Somit ist die Addition wohldefiniert. Für die Wohldefiniertheit der Multiplikation
ist die Idealeigenschaft von I erforderlich:

x · y = x · y = ((x − x′) + x′) · ((y − y′) + y′)

= (x − x′) · (y − y′)︸               ︷︷               ︸
∈I

+ (x − x′) · y′︸       ︷︷       ︸
∈I

+ x′ · (y − y′)︸       ︷︷       ︸
∈I

+x′ · y′

= (x − x′) · (y − y′) + (x − x′) · y′ + x′ · (y − y′)︸                                                     ︷︷                                                     ︸
∈I

+ x′ · y′

= x′ · y′ = x′ · y′.
Die Abbildung π ist nach Konstruktion ein surjektiver Homomorphismus und
Kern π = {x ∈ R | π(x) = 0} = {x ∈ R | x + I = I} = I. �

Definition 1.41 Der Ring R/I heißt Quotientenring von R über I.

Wir sprechen auch von „R modulo I“ und schreiben für äquivalente x, y ∈ R

x ≡ y mod I.

Ist I ein Hauptideal mit Erzeuger f , so schreiben wir (analog zum Fall Z/nZ)

x ≡ y mod f

oder kürzer
x ≡ f y.
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Aufgabe 1.42 Ist P ein Primideal in R, so ist R/P nullteilerfrei.

Aufgabe 1.43 Ist R ein euklidischer Ring und P ein Primideal, so ist R/P ein
Körper.

Satz 1.44 (Homomorphiesatz für Ringe) Es seien R, S kommutative Ringe und
Φ : R → S ein Ringhomomorphismus. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
Ringhomomorphismus Φ : R/Kern Φ→ S , so dass gilt: Φ ist injektiv und

Φ ◦ π = Φ, (1.7)

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

R Φ //

π

��

S

R/Kern Φ
Φ

::tttttttttt

B: Definiere Φ durch
Φ(x) = Φ(x)

für x ∈ R. Dies ist die Gleichung (1.7).

• Φ ist wohldefiniert, denn ist x − x′ ∈ Kern Φ, so gilt

Φ(x) = Φ(x) = Φ(x − x′ + x′) = Φ(x − x′)︸     ︷︷     ︸
=0

+Φ(x′) = Φ(x′) = Φ(x′).

• Φ ist ein Homomorphismus von Ringen: Für x, y ∈ R gilt

Φ(x + y) = Φ(x + y) = Φ(x + y) = Φ(x) + Φ(y) = Φ(x) + Φ(y)

und analog
Φ(x · y) = Φ(x) · Φ(y).

• Φ ist injektiv: Es sei x ∈ Kern Φ, d.h.

0 = Φ(x) = Φ(x).

Dann ist x ∈ Kern Φ, also x = Kern Φ = 0. Somit ist Kern Φ = {0}. �

Folgerung 1.45 (Isomorphiesatz für Ringe) Ist Φ in Satz 1.44 surjektiv, so ist
Φ ein Isomorphismus. Insbesondere gilt

R/Kern Φ � S . (1.8)
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B: Φ ist injektiv, und da auch Bild Φ = Bild Φ = S gilt, ist Φ bijektiv. �

Der euklidische Algorithmus liefert ein wichtiges Kriterium für Invertierbarkeit
in Quotientenringen.

Hilfssatz 1.46 Es sei R ein euklidischer Ring und a, x ∈ R. Es ist x ∈ R/〈a〉 genau
dann invertierbar, wenn ggT(a, x) = 1 gilt.

B: Falls ggT(a, x) = 1 ist, so kann man mit Hilfe des erweiterten euklidi-
schen Algorithmus Elemente s, t ∈ R finden, die

1 = sx + ta

erfüllen. Das bedeutet nichts anderes als

s · x ≡ 1 mod a, (∗)

also s = x−1 in R/〈a〉.
Ist umgekehrt x invertierbar in R/〈a〉 mit Inversem s, so folgt aus (∗), dass jeder
ggT von a und x ein Teiler von 1 ist, also ein Element aus R×. Insbesondere ist
dann 1 ein ggT von a und x. �

Mit Hilfe der Quotientenbildung kann man interessante Konstruktionen durch-
führen, wie die folgenden Beispiele demonstrieren.

Beispiel 1.47 (Einsetzungsabbildung) Es sei R = R[X] und I = 〈X − λ〉. Um
das Bild der kanonischen Projektion von f = anXn + . . .+ a1X + a0 zu bestimmen,
teilen wir mit Rest,

f = (X − λ) · h + r,

wobei deg(r) < deg(X − λ) = 1, also r ∈ R. Genauer gilt

f (λ) = (λ − λ) · h + r = r.

Da (X − λ) · h ∈ I, ist
f = r = f (λ).

Das Bild von π enthält somit genau die Restklassen der konstanten Polynome.
Wenn wir nun jedes f mit seinem konstanten Vertreter f (λ) identifizieren, kön-
nen wir die kanonische Projektion als Einsetzungsabbildung f 7→ f (λ) auffassen.
Nach dem Isomorphiesatz gilt dann

R[X]/I � R.



22 1 Teilbarkeit in Ringen

Beispiel 1.48 (Komplexe Zahlen) Es sei R = R[X] und I = 〈X2 + 1〉. Jedes
Polynom f ∈ R[X] ist von der Form

f = (X2 + 1) · h + (a1X + a0),

so dass
f ≡ a1X + a0 mod X2 + 1.

Insbesondere gilt für das Polynom X:

X · X = X2 = X2 − (X2 + 1) = X2 − X2 − 1 = −1,

d.h. X =
√−1. Dies motiviert die folgende Abbildung

R[X]→ C, f 7→ a0 + ia1.

Sie ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. Nach dem Isomorphiesatz ist

R[X]/〈X2 + 1〉 � C.

Am Schluss dieses Abschnitts wollen wir eine Konstruktion für endliche Körper
angeben. Ein endlicher Körper F hat notwendigerweise endliche Charakteristik p
(prim). Wir kennen bereits die endlichen Körper Fp = Z/pZ.

Hilfssatz 1.49 Ist F ein endlicher Körper mit Charakteristik p, so ist der Körper
Fp ist ein Unterkörper von F.

B: Die Abbildung Φ : Z → F, n 7→ sgn(n) · ∑|n|i=1 1 ist ein Ringhomo-
morphismus mit Kern Φ = pZ. Nach dem Isomorphiesatz gibt es einen injektiven
Körperhomorphismus Φ : Z/pZ→ F, d.h. Fp � Bild Φ ⊂ F. �

Folgerung 1.50 Ist F ein endlicher Körper mit Charakteristik p, so ist F ein
Vektorraum über dem Körper Fp. Insbesondere ist |F| = pk, wobei k = dimFp F.

B: Nach Hilfssatz 1.49 ist Fp ein Unterkörper von F. Also kann man die
Elemente von F mit Skalaren aus Fp multiplizieren, wodurch F zu einem Fp-
Vektorraum wird. Da F endlich ist, muss F endliche Dimension k über Fp haben.
Dann gibt es pk Möglichkeiten, Linearkombinationen aus einer gegebenen Basis
von F zu bilden, d.h. F hat pk Elemente. �

Aus Aufgabe 1.36 folgt, dass es in Fp[X] irreduzible Polynome vom Grad k > n
für alle n ∈ N geben muss. Das ermöglicht uns die folgende Konstruktion:



1.5 Der chinesische Restsatz 23

Beispiel 1.51 (Endliche Körper) Es seien R = Fp[X] und f ∈ Fp[X] ein irredu-
zibles Polynom vom Grad k. Schreibe

Fpk = Fp[X]/〈 f 〉.
Da f irreduzibel ist, besitzt jedes Element in Fpk ein Inverses, und somit ist Fpk

tatsächlich ein Körper. Schreibe x = X. Die Elemente 1, x, x2, . . . , xk−1 erzeugen
Fpk . Sie sind linear unabhängig, denn gilt

a0 + a1x + a2x2 + . . . + ak−1xk−1 = 0

für a0, . . . , ak−1 ∈ Fp, so bedeutet dies, dass das Polynom h = a0 + a1X + . . . +

ak−1Xk−1 im Ideal 〈 f 〉 liegt, also ein Vielfaches von f ist. Da deg( f ) = k > k − 1
ist, muss h aber das Nullpolynom sein. Die Menge {1, x, x2, . . . , xk−1} ist also eine
Basis von Fpk als Fp-Vektorraum.

Bemerkung 1.52 Es lässt sich zeigen, dass jeder Körper mit pk Elementen iso-
morph ist zu dem in Beispiel 1.51 konstruierten Fpk . Dies ist der Hauptsatz der
Galois-Theorie für endliche Körper, siehe Bosch [1], Abschnitt 3.8, Theorem 2.

1.5 Der chinesische Restsatz

Die Lösung eines aufwändigen Problems kann vereinfacht werden, wenn man das
Problem parallelisieren kann. Das bedeutet, dass man das Problem in mehrere
einfacher zu lösende Probleme aufteilt und danach aus deren Teillösungen eine
Lösung des ursprünglichen Problems rekonstruieren kann.

Das folgende Beispiel soll diese Idee illustrieren:

Beispiel 1.53 Es soll die Determinante einer Matrix A ∈ Zd×d berechnet werden.
Wir nehmen an, die Einträge von A können im Betrag durch eine Konstante c
abgeschätzt werden. Mit der Leibniz-Formel für Determinanten schätzt man2)

| det(A)| ≤ d!cd.

Dank dieser Schranke können wir annehmen, dass wir anstatt in Z im Ring Z/mZ
mit einer ungeraden Zahl m ≥ 2d!cd rechnen. Den Faktor 2 benötigen wir, weil
die Zahlen m−1

2 + 1, . . . , m − 1 in Z/mZ die Zahlen −m−1
2 , . . . ,−1 in Z darstellen

sollen. Für großes m wird die direkte Berechnung der Determinante am Computer
sehr zeit- und speicherintensiv. Könnte man stattdessen das Problem nach Z/pZ
mit p � m projizieren, so würden die Rechnungen erheblich beschleunigt. Dabei
sind zwei Dinge zu beachten:

2)Es existieren bessere Abschätzungen.
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(i) Bei der Projektion Z/mZ → Z/pZ müssen die Rechnungen in Z/mZ in
Rechnungen in Z/pZ übergehen, d.h. sie muss ein Homomorphismus sein.
Dazu muss p ein Teiler von m sein.

(ii) Damit dabei keine Information verloren geht, muss man in mehreren sol-
cher Z/p1Z, . . . ,Z/pkZ rechnen, so dass man insgesamt m Zahlen codieren
kann. Zusammen mit (i) muss also p1 · · · pk = m gelten.

Das Problem wird also von Z/mZ nach Z/p1Z× · · · ×Z/pkZ übertragen und dort
„komponentenweise“ gelöst.

Problem

Prob

lem

Lös

ung

Lösung

/p1 /p1

/pk
/pk

mod p1

mod pk

?

Das Berechnen der Determinanten über Z/piZ kann parallel erfolgen. Die Frage
ist nun, ob und wie man aus diesen Teillösungen die ursprüngliche Determinante
det(A) in Z/mZ rekonstruieren kann. Wir werden feststellen, dass dies dann der
Fall ist, wenn wir p1, . . . , pk so wählen, dass sie paarweise teilerfremd sind (z.B.
eine Primfaktorzerlegung von m).

Wir wollen die Rekonstruktion eines Elements in Z/mZ aus Elementen in den
Z/piZ an einem einfachen Zahlenbeispiel nachvollziehen.

Beispiel 1.54 Gegeben seien die Elemente 3 mod 8 ∈ Z/8Z und 7 mod 21 ∈
Z/21Z. Gesucht ist ein x ∈ Z, so dass gilt

x ≡ 3 mod 8,
x ≡ 7 mod 21.

Es geht also bei dem Problem darum, ein System simultaner Kongruenzen zu
lösen. Wir machen den folgenden Ansatz:

x = 3 + b · 8.
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Dann ist die erste Kongruenz auf jeden Fall erfüllt. Nun ist b zu bestimmen, so
dass auch die zweite Kongruenz gilt:

3 + b · 8 ≡ 7 mod 21
⇔ b · 8 ≡ 4 mod 21.

Da 8 und 21 teilerfremd sind, können wir das Inverse von 8 modulo 21 berechnen,
wie in Beispiel 1.32 (a) geschehen: 1 = (−3) · 21 + 8 · 8, also ist 8 das Inverse
von 8 modulo 21. Multiplizieren wir beide Seiten der obigen Gleichung mit 8, so
erhalten wir

b ≡ 4 · 8 ≡ 11 mod 21.

Also erfüllt
x = 3 + 11 · 8 = 91

beide Kongruenzen. Alle Lösungen sind durch die Menge x + (8 · 21)Z = 91 +

168Z gegeben. In der Situation von Beispiel 1.53 sind wir an der kleinsten Lösung
zwischen 0 und 168 interessiert, die ja ein Element aus Z/168Z repräsentieren
soll. Dies ist bereits x = 91.

Nun betrachten wir die Situation allgemein für euklidische Ringe. Zunächst be-
merken wir, dass für Ringe R1, . . . ,Rk auch das Produkt R1 × · · · × Rk ein Ring ist,
wenn wir die Verknüpfungen komponentenweise definieren:

(x1, . . . , xk) + (y1, . . . , yk) = (x1 + y1, . . . , xk + yk),
(x1, . . . , xk) · (y1, . . . , yk) = (x1 · y1, . . . , xk · yk).

Satz 1.55 (Chinesischer Restsatz) Es sei R ein euklidischer Ring und p1, . . . , pk ∈
R paarweise teilerfremd. Dann ist für q = p1 · · · pk die Abbildung

Ψ : R/〈q〉 → R/〈p1〉×· · ·×R/〈pk〉, a mod q 7→ (a mod p1, . . . , a mod pk) (1.9)

ein Isomorphismus von Ringen.

B: Die Abbildung ist in jeder Komponente wohldefiniert: Für a ≡ a′ mod q
gibt es ein h ∈ R, so dass

a − a′ = hq = h(p1 · · · pk) = (hp2 · · · pk)p1,

also a ≡ a′ mod p1 und entsprechend für p2, . . . , pk. Offensichtlich ist Ψ dann ein
Homomorphismus von Ringen.

Ψ ist injektiv: Ist a mod q ∈ Kern Ψ, so gilt a ≡ 0 mod pi für i = 1, . . . , k. Also ist
a ein Vielfaches von jedem pi. Da die pi nach Voraussetzung teilerfremd sind, ist a
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auch ein Vielfaches von ihrem Produkt p1 · · · pk = q. Also ist Kern Ψ = {0 mod q}
trivial und Ψ somit injektiv.

Die Surjektivität von Ψ folgt, wenn wir für jedes (a1 mod p1, . . . , ak mod pk) ∈
R/〈p1〉 × · · · × R/〈pk〉 ein Urbild bestimmen können. Dies ist gleichbedeutend
damit, das folgende System simultaner Kongruenzen nach x ∈ R zu lösen:

x ≡ a1 mod p1,

...

x ≡ ak mod pk.

Dann ist x mod q das gesuchte Urbild. Die Lösbarkeit dieses Systems folgt aus
dem folgenden Algorithmus 1.56 (oder Algorithmus 1.57). �

Algorithmus 1.56 (Newton-Interpolation) Es sei R ein euklidischer Ring. Ge-
geben sei das nach x ∈ R zu lösende System

x ≡ a1 mod p1,

...

x ≡ ak mod pk,

mit paarweise teilerfremden p1, . . . , pk. Mache den Ansatz

x = x1 + x2 p1 + x3 p1 p2 + . . . + xk p1 · · · pk−1 (1.10)

und bestimmte iterativ die xi:

• Im ersten Schritt gilt
x ≡ x1

!≡ a1 mod p1,

wir können also x1 = a1 wählen.

• Angenommen, x1, . . . , xi−1 seien bereits bestimmt, dann gilt

x ≡ x1 + x2 p1 + x3 p1 p2 + . . . + xi p1 · · · pi−1
!≡ ai mod pi.

Umformen ergibt

xi p1 · · · pi−1 ≡ ai − x1 − x2 p1 − x3 p1 p2 − . . . − xi−1 p1 · · · pi−2 mod pi.

Dann ist alles auf der rechten Seite der Gleichung bereits bekannt und wir
können nach xi auflösen, wenn wir p1 · · · pi−1 modulo pi invertieren können.
Da die p1, . . . , pk teilerfremd sind, ist dies nach Hilfssatz 1.46 möglich, und



1.5 Der chinesische Restsatz 27

das Inverse kann mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet
werden. Es bezeichne si das Inverse von p1 · · · pi−1 modulo pi. Setze

xi = (ai − x1 − x2 p1 − x3 p1 p2 − . . . − xi−1 p1 · · · pi−2) · si.

Nach k dieser Schritte endet der Algorithmus und gibt eine Lösung x aus.

Algorithmus 1.57 (Lagrange-Interpolation) Es sei R ein euklidischer Ring. Ge-
geben sei das nach x ∈ R zu lösende System

x ≡ a1 mod p1,

...

x ≡ ak mod pk,

mit paarweise teilerfremden p1, . . . , pk. Mache den Ansatz

x = a1q1 + a2q2 + . . . + akqk, (1.11)

wobei
qi = ui · p1 · · · pi−1 · pi+1 · · · pk

mit unbekannten ui ∈ R. Dann ist

x ≡ aiqi
!≡ ai mod pi.

Folglich muss ui so gewählt werden, dass

qi = ui · p1 · · · pi−1 · pi+1 · · · pk ≡ 1 mod pi

gilt. Da pi und p1 · · · pi−1 · pi+1 · · · pk nach Voraussetzung teilerfremd sind, kann
ein solches ui mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet werden
(Hilfssatz 1.46). Nach dem Berechnen der u1, . . . , uk und q1, . . . , qk liefert Ein-
setzen in (1.11) eine Lösung x.

Bemerkung 1.58 Hat man eine Lösung x der Kongruenzgleichungen gefunden,
so ist die Menge aller Lösungen gegeben durch

x + 〈p1 · · · pk〉.

Dies folgt aus der Injektivität der Abbildung Ψ im chinesischen Restsatz 1.55.
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Bemerkung 1.59 Die Newton-Interpolation hat gegenüber der Lagrange-Inter-
polation den Vorteil, dass beim Hinzukommen einer weiteren Kongruenz x ≡
ak+1 mod pk+1 mit dem bisherigen Ergebnis weitergerechnet werden kann, indem
einfach ein weiterer Iterationsschritt angehängt wird (dagegen müssten bei der
Lagrange-Interpolation alle qi neu berechnet werden). Der Vorteil der Lagrange-
Interpolation besteht darin, dass die qi nicht von den ai abhängen, also für feste
pi nur einmal berechnet werden müssen, um Kongruenzen mit beliebigen ai zu
lösen.

Die Namen Newton-Interpolation und Lagrange-Interpolation bezeichnen in der
numerischen Mathematik Verfahren, um das Interpolationsproblem für Polynome
zu lösen: Der Wert eines Polynoms f sei an k Stellen α1, . . . , αk bekannt,

f (αi) = βi i = 1, . . . , k.

Gesucht ist das Polynom f kleinsten Grades, das diese Gleichungen erfüllt. Dies
ist ein lineares Gleichungssystem für die Koeffizienten von f , und man kann mit
den üblichen Methoden der linearen Algebra zeigen, dass es für paarweise ver-
schiedene αi immer lösbar ist.

Der Zusammenhang mit dem chinesischen Restsatz wird klar, wenn man sich an
Beispiel 1.47 erinnert. Die Bedingung

f (αi) = βi

ist nämlich äquivalent zu
f ≡ βi mod X − αi.

Das Interpolationsproblem kann also durch simultane Kongruenzen ausgedrückt
werden:

f ≡ β1 mod X − α1,

...

f ≡ βk mod X − αk,

wobei die X − αi paarweise teilerfremd sind, wenn die αi paarweise verschie-
den sind (Satz 1.37 (c)). Wendet man die Algorithmen 1.56 oder 1.57 in diesem
Spezialfall an, so erhält man die ursprünglichen numerischen Verfahren.

Beispiel 1.60 (Polynominterpolation) Gegeben seien die Stellen −1, 0, 1 und die
Funktionswerte

f (−1) = 2, f (0) = −1, f (1) = 1.
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Gesucht ist ein Polynom f ∈ R[X] vom Grad 2, das diese Werte annimmt. Der
Ansatz der Newton-Interpolation ist

f = f1 + f2(X + 1) + f3(X + 1)X.

Bestimme die fi:

• Es ist f ≡ f1 ≡ 2 mod X + 1. Setze f1 = 2.

• Es ist f ≡ 2 + f2(X + 1) ≡ −1 mod X. Da X + 1 ≡ 1 mod X, muss in diesem
Schritt kein Inverses bestimmt werden. Setze f2 = −1 − 2 = −3.

• Es ist f ≡ 2−3(X+1)+ f3(X+1)X ≡ 1 mod X−1. Es ist X+1 ≡ 2 mod X−1
und X ≡ 1 mod X − 1, d.h. 2 − 3 · 2 + f3 · 2 · 1 ≡ 1 mod X − 1. Setze
f3 = 1

2 (1 − 2 + 6) = 5
2 .

Dann ist
f = 2 − 3(X + 1) +

5
2

(X + 1)X =
5
2

X2 − 1
2

X − 1.

Das selbe Ergebnis leiten wir nun mit Lagrange-Interpolation her. Der Ansatz ist

f = 2 · u1 · X(X − 1) + (−1) · u2 · (X + 1)(X − 1) + 1 · u3 · (X + 1)X.

Um u1, u2, u3 zu bestimmen, beachte dass

X(X − 1) ≡ 2 mod X + 1,
(X + 1)(X − 1) ≡ −1 mod X,

(X + 1)X ≡ 2 mod X − 1,

also setze u1 = 1
2 , u2 = −1, u3 = 1

2 . Damit ist

f = 2 · 1
2
·X(X − 1) + (−1) · (−1) · (X + 1)(X − 1) + 1 · 1

2
· (X + 1)X =

5
2

X2 − 1
2

X − 1.

Schließlich greifen wir das einführende Beispiel 1.53 noch einmal mit konkreten
Werten auf:

Beispiel 1.61 (Ganzzahlige Determinante) Es sei

A =

(−17 23
−5 22

)
∈ Z2×2

mit | det(A)| ≤ 2! · 232 = 1058. Für die drei Primzahlen p1 = 11, p2 = 13, p3 = 17
gilt

11 · 13 · 17 = 2431 > 2 · 1058 + 1 = 2117.
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(i) Wir fassen det(A) als ein Element von Z/2431Z auf, wobei die Zahlen
1215,. . . ,2430 die negativen Lösungen in Z repräsentieren.

(ii) Dann parallelisieren wir die Rechnung, indem wir sie auf Z/11Z, Z/13Z
und Z/17Z aufteilen. Wir berechnen die Determinanten der Matrizen

A11 =

(
5 1
6 0

)
∈ (Z/11Z)2×2, A13 =

(
9 10
8 9

)
∈ (Z/13Z)2×2, A17 =

(
0 6

12 5

)
∈ (Z/17Z)2×2 :

det(A11) = 5, det(A13) = 1, det(A17) = 13.

(iii) Nun rekonstruieren wir det(A) mod 2431 aus den Kongruenzen

det(A) ≡ 5 mod 11,
det(A) ≡ 1 mod 13,
det(A) ≡ 13 mod 17.

Für die Newton-Interpolation setzt man an:

det(A) = a1 + a2 · 11 + a3 · 11 · 13.

• Setze a1 = 5.

• Es gilt 5 + a2 · 11 ≡ 1 mod 13. Mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus findet man 1 = 6 · 11 − 5 · 13, also ist 6 das Inverse von
11 modulo 13. Damit können wir nach a2 auflösen: a2 ≡ (1 − 5) · 6 ≡
2 mod 13. Setze a2 = 2.

• Es gilt 5+2 ·11+a3 ·11 ·13 ≡ 13 mod 17. Das Inverse von 11·13 = 143
modulo 17 ist 5. Also ist a3 ≡ (13 − 5 − 22) · 5 ≡ 15 mod 17. Setze
a3 = 15.

Dann ist det(A) = 5 + 2 · 11 + 15 · 11 · 13 = 2172 mod 2431.

(iv) Da 2172 > 1214, müssen wir dieses Ergebnis als negative Zahl in Z inter-
pretieren. Dann ist

det(A) = 2172 − 2431 = −259.

Weitere Anwendungen des chinesischen Restsatzes finden sich bei Lipson [11].

Der Vollständigkeit wegen geben wir noch eine allgemeinere Form des chinesi-
schen Restsatzes an. Diese allgemeine Form liefert jedoch kein Verfahren, um die
Umkehrfunktion des Isomorphismus zu berechnen.
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Satz 1.62 (Chinesischer Restsatz für beliebige Ringe) Es seien R ein Ring und
I1, . . . ,Ik paarweise coprime Ideale in R. Weiter sei H =

⋂k
j=1 I j (dies ist eben-

falls ein Ideal in R). Dann ist die Abbildung

Ψ : R/H→ R/I1 × · · · × R/Ik, x mod H 7→ (x mod I1, . . . , x mod Ik) (1.12)

ein Isomorphismus von Ringen.

Zum Beweis siehe Bosch [1], Satz 12 in Abschnitt 2.3.
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2 Die Jordansche Normalform

2.1 Invariante Untervektorräume

In diesem Abschnitt sei V stets einK-Vektorraum.

Definition 2.1 Es sei Φ : V → V ein Endomorphismus. Ein Untervektorraum U
von V heißt Φ-invariant, falls Φ(U) ⊂ U gilt.

Ist U invariant, so ist die Einschränkung Φ|U ein Endomorphismus von U.

Definition 2.2 Es sei U ein Φ-invarianter Untervektorraum von V . Ein Untervek-
torraum W von V , der V = U ⊕W erfüllt, heißt Komplementärraum zu U. Ist W
ebenfalls Φ-invariant, so nennen wir W ein invariantes Komplement zu U.

Beispiel 2.3 (Invariante Unterräume)

(a) Die Räume {0} und V sind für jeden Endomorphismus invariant.

(b) Jeder Eigenraum (insbesondere der Kern) von Φ ist invariant. Ist Eλ der
Eigenraum zu Eigenwert λ, so spannt jeder Eigenvektor x ∈ Eλ seinerseits
einen invarianten Untervektorraum [x] von Eλ auf.

Jeder 1-dimensionale invariante Untervektorraum ist ein Eigenraum.

(c) Es sei e1, e2, e3 die Standardbasis des R3. Es bezeichne Φα die Drehung
um den Winkel α in der e2, e3-Ebene. Dann ist der Untervektorraum [e2, e3]
invariant unter Φα, da innerhalb dieser Ebene gedreht wird. Die Drehachse
ist die e1-Achse, d.h. Φα(e1) = e1. Diese Achse ist somit ein Eigenraum,
also ein invariantes Komplement zur Drehebene. Daher lässt sich R3 als
Summe von zwei invarianten Untervektorräumen schreiben:

R3 = [e1] ⊕ [e2, e3].

Diese Invarianz wird durch die Blockform der Abbildungsmatrix von Φα

wiedergegeben:  1 0 0
0 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)

 .
(d) Die Abbildung

Φ(x) =

(
1 1
0 1

)
· x
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hat den invarianten Unterraum [e1].

In diesem Beispiel existiert kein invariantes Komplement zu [e1], denn die-
ses müsste Dimension dimR2−dim[e1] = 1 haben und somit ein Eigenraum
sein. Da Φ aber nur den Eigenwert 1 hat, wäre Φ dann diagonalisierbar mit
Eigenwert 1, also Φ = idR2 , was aber offensichtlich nicht der Fall ist.

Diese Beispiele deuten ein allgemeines Prinzip (bei endlicher Dimension n) an:
Sei U ein Φ-invarianter Untervektorraum und BU = {b1, . . . , bk} eine Basis von
U. Ergänze diese zu einer Basis B = {b1, . . . , bk, ck+1, . . . , cn} von V . Die Invarianz
bedeutet, dass die Bilder Φ(bi) bzgl. der Basis B die folgende Form haben:

Φ(bi) = λ1 · b1 + . . . + λk · bk + 0 · ck+1 + . . . + 0 · cn

Für die Abbildungsmatrix MB
B(Φ) von Φ bzgl. der Basis B bedeutet dies, dass sie

folgende Blockgestalt hat:

MB
B(Φ) =

(
MBU

BU
(Φ|U) M
0 N

)
für geeignete Matrizen N ∈ K(n−k)×(n−k),M ∈ Kn×(n−k). Diese Darstellung lässt sich
noch genauer angeben: Gilt

Φ(ck+i) = µ1i · b1 + . . . + µki · bk + ν1i · ck+1 + . . . + νn−k,i · cn, (∗)
so sind die µi j gerade die Koeffizienten der Matrix M und die νi j die Koeffizienten
der Matrix N. Da U invariant unter Φ ist, induziert3) Φ einen Endomorphismus

Φ : V/U → V/U, x + U 7→ Φ(x) + U.

Eine Basis C von V/U ist durch die Klassen der Basisvektoren ck+1, . . . , cn gege-
ben:

c1 = ck+1 + U, . . . , cn−k = cn + U.

Da die Elemente b1, . . . , bk in U liegen, werden sie in V/U auf die 0 projiziert.
Somit ergibt sich die Darstellung von Φ in der Basis C aus (∗) zu

Φ(ci) = µ1i · b1︸ ︷︷ ︸
=0

+ . . . + µki · bk︸ ︷︷ ︸
=0

+ν1i · c1 + . . . + νn−k,i · cn−k

= ν1i · c1 + . . . + νn−k,i · cn−k,

d.h. die Abbildungsmatrix von Φ bzgl. C ist

MC
C (Φ) = N.

3)Die Invarianz von U ist für die Wohldefiniertheit von Φ notwendig.
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Insgesamt gilt somit

MB
B(Φ) =

(
MBU

BU
(Φ|U) M
0 MC

C (Φ)

)
. (2.1)

Aus dieser Form lesen wir direkt den folgenden Hilfssatz ab:

Hilfssatz 2.4 Mit U, Φ, Φ wie oben gilt:

(a) det(Φ) = det(Φ|U) · det(Φ).

(b) Für die charakteristischen Polynome gilt fΦ = fΦ|U · fΦ. Insbesondere ist fΦ|U
ein Teiler von fΦ.

(c) Spec Φ = Spec Φ|U ∪ Spec Φ.

Falls U ein invariantes Komplement W besitzt, so kann man die Basis BU durch
eine Basis BW zu einer Basis B von V ergänzen. Dann ist die Abbildungsmatrix
(2.1) von Φ bzgl. B von der Gestalt (

A1 0
0 A2

)
,

wobei A1 eine Abbildungsmatrix von Φ|U ist und A2 eine Abbildungsmatrix von
Φ|W . Dies motiviert die folgende Notation:

Definition 2.5 Es seien U,W Untervektorräume von V , so dass U ⊕W = V gilt.
Für Endomorphismen ΦU : U → U und ΦW : W → W definieren wir ihre direkte
Summe

ΦU ⊕ ΦW : V → V

durch

(ΦU ⊕ ΦW)(u) = ΦU(u) für u ∈ U,
(ΦU ⊕ ΦW)(w) = ΦW(w) für w ∈ W.

Entsprechend definieren wir für Matrizen A ∈ Kn×n und B ∈ Km×m die direkte
Summe

A ⊕ B =

(
A 0
0 B

)
∈ K(n+m)×(n+m).

Entsprechend wird die direkte Summe Φ1 ⊕ . . . ⊕ Φk (bzw. A1 ⊕ . . . ⊕ Ak) von k
Endomorphismen (bzw. Matrizen) definiert.

Unsere obigen Überlegungen können wir nun folgendermaßen ausdrücken:



36 2 Die Jordansche Normalform

Hilfssatz 2.6 Ist U ein Φ-invarianter Untervektorraum von V mit invariantem
Komplement W, so gilt

Φ = Φ|U ⊕ Φ|W .
Ist BU eine Basis von U und BW eine Basis von W, so wird Φ bzgl. der Basis
B = BU ∪ BW von V durch die Matrix

MB
B(Φ) = MBU

BU
(Φ|U) ⊕ MBW

BW
(Φ|W)

dargestellt.

Satz 2.7 Es seien Φ,Ψ ∈ End(V) und es gelte Φ ◦ Ψ = Ψ ◦ Φ. Dann gilt:

(a) Jeder Eigenraum Eλ von Φ ist invariant unter Ψ.

(b) Kern Φ ist invariant unter Ψ.

(c) Bild Φ ist invariant unter Ψ.

B:

(a) Sei x ∈ Eλ, x , 0. Nach Voraussetzung gilt

λ · Ψ(x) = Ψ(λ · x) = Ψ(Φ(x)) = Φ(Ψ(x)).

Also ist Ψ(x) entweder 0 oder ein Eigenvektor von Φ, d.h. Ψ(Eλ) ⊂ Eλ.

(b) Kern Φ = E0.

(c) Ψ(Bild Φ) = Bild(Ψ ◦ Φ) = Bild(Φ ◦ Ψ) = Φ(Bild Ψ) ⊂ Bild Φ. �

Die analogen Aussagen gelten für kommutierende Matrizen.

Aufgabe 2.8 (Lemma von Schur) Es sei V ein C-Vektorraum, dim V < ∞, und
Φ ∈ End(V), so dass Φ ◦ Ψ = Ψ ◦ Φ für alle Ψ ∈ End(V) gilt. Dann gibt es ein
λ ∈ C, so dass gilt

Φ = λ · idV .

2.2 Nilpotente Endomorphismen

Definition 2.9 Ein Endomorphismus Φ : V → V heißt nilpotent, falls Φk = 0 für
ein k ∈ N gilt. Entsprechend heißt eine Matrix A ∈ Kn×n nilpotent, falls Ak = 0
für ein k ∈ N. Ist k minimal, d.h. Φm , 0 für m < k, so heißt k die Stufe von Φ.
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Beispiel 2.10 (Nilpotente Matrizen) Die Matrix

A =

(
0 1
0 0

)
ist nilpotent von Stufe 2. Allgemeiner ist jede obere n×n-Dreiecksmatrix der Form

A =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 0


nilpotent von Stufe n: Man rechnet nach, dass gilt

A2 =



0 0 1 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1
. . . 0

0 0


, A3 =



0 0 0 1 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1

. . .
. . . 0
. . . 0

0 0


, . . . , An−1 =


0 · · · 0 1

. . . 0
. . .

...
0 0

 , An = 0.

Bemerkung 2.11 Die Nilpotenz der Matrizen aus Beispiel 2.10 kommt auch in
ihrem charakteristischen Polynom fA zum Ausdruck: Es ist fA = Xn, und nach
dem Satz von Cayley-Hamilton gilt fA(A) = An = 0.

Satz 2.12 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Φ ∈ End(V) ist genau dann
nilpotent, wenn das charakteristische Polynom fΦ = Xn ist.

B: Beweis durch Induktion über n: Für n = 1 stimmt der Satz offensichtlich.
Es sei nun n > 1. Da 0 eine Nullstelle von fΦ ist, gibt es einen Eigenvektor x von
Φ zum Eigenwert 0. Wenn wir x zu einer Basis von V ergänzen, können wir Φ

bzgl. dieser Basis durch eine nilpotente Matrix

A =


0 ∗ · · · ∗
0
...
0

B

 ∈ Kn×n

mit B ∈ K(n−1)×(n−1) darstellen. Daraus lesen wir ab:

fΦ = X · fB.

Da Ak = 0 gilt für ein k > 0, gilt auch Bk = 0. Multiplikation mit B definiert also
einen nilpotenten Endomorphismus vonKn−1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
fB = Xn−1. Folglich ist fΦ = X · Xn−1 = Xn. �
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Folgerung 2.13 Ist Φ nilpotent von Stufe k, so gilt stets k ≤ n.

B: Das charakteristische Polynom von Φ ist Xn. Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton gilt Φn = 0. Somit ist k ≤ n. �

Beispiel 2.14 Die beiden 4 × 4-Matrizen

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , B =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


sind nilpotent. Dabei ist A von Stufe 4 und B von Stufe 2. Beide Matrizen haben
das charakteristische Polynom fA = fB = X4. Für A gibt es kein Polynom 0 , p =

p0 + p1X + p2X2 + p3X3 kleineren Grades, das p(A) = 0 erfüllt, denn

p(A) =


p0 p1 p2 p3

0 p0 p1 p2

0 0 p0 p1

0 0 0 p0

 , 0.

Für B hingegen gilt B2 = 0. Das Polynom h = X2 ist das Polynom minimalen
positiven Grades, für das h(B) = 0 gilt, denn für 0 , p = p0 + p1X ist

p(B) =


p0 p1 0 0
0 p0 0 0
0 0 p0 p1

0 0 0 p0

 , 0.

Anhand des charakteristischen Polynoms kann man erkennen, ob eine Matrix nil-
potent ist. Wie das Beispiel 2.14 zeigt, gibt es jedoch keinen Aufschluss über die
Nilpotenzstufe. Dies veranlasst uns zu folgender Definition:

Definition 2.15 Es sei V ein Vektorraum von endlicher Dimension n. Weiter sei
Φ ∈ End(V). Wir nennen hΦ ∈ K[X] das Minimalpolynom von Φ, wenn gilt:

(i) hΦ(Φ) = 0.

(ii) hΦ ist normiert.

(iii) hΦ ist das Polynom minimalen Grades mit den Eigenschaften (i) und (ii).

Entsprechend definieren wir das Minimalpolynom hA für eine Matrix A ∈ Kn×n.
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Beispiel 2.16 In Beispiel 2.14 haben A und B die jeweiligen Minimalpolynome
hA = X4 = fA und hB = X2.

Bemerkung 2.17 Erinnern wir uns, dass in K[X] jedes Ideal ein Hauptideal ist
(Satz 1.33). Dann ist der normierte Erzeuger h des Ideals

IΦ = { f ∈ K[X] | f (Φ) = 0} = 〈h〉 (2.2)

gerade das Minimalpolynom von Φ. Insbesondere ist damit gezeigt, dass ein ein-
deutiges Minimalpolynom für jedes Φ existiert.

Hilfssatz 2.18 Es sei hΦ das Minimalpolynom von Φ ∈ End(V). Dann gilt:

(a) Für jede Abbildungsmatrix A = MB
B(Φ) von Φ ist hA = hΦ.

(b) hΦ teilt das charakteristische Polynom fΦ.

B:

(a) MB
B : End(V) → Kn×n ist ein Isomorphismus von Vektorräumen und von

Ringen. Somit ist hΦ(A) = hΦ(MB
B(Φ)) = MB

B(hΦ(Φ)) = 0. Außerdem ist hΦ

normiert und es existiert kein Polynom p mit 0 < deg(p) < deg(hΦ), das
p(A) = 0 erfüllt, denn dann würde auch p(Φ) = (MB

B)−1(p(A)) = 0 gelten,
im Widerspruch dazu, dass hΦ das Minimalpolynom von Φ ist. Also gilt
hA = hΦ.

(b) Es ist fΦ ∈ IΦ = 〈hΦ〉. �

Satz 2.19 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Φ ∈ End(V) ist genau dann
nilpotent von Stufe k, wenn das Minimalpolynom hΦ = Xk ist.

B: Φk = 0 bedeutet Xk ∈ IΦ. Dann ist Xk ein Vielfaches von hΦ und alle
Primfaktoren von hΦ müssen auch Primfaktoren von Xk sein. Da X der einzige
Primteiler von Xk ist, muss folglich hΦ = Xm für ein gewisses m > 0 gelten. Da
Φm , 0 ist für m < k und deg(hΦ) minimal in IΦ ist, gilt hΦ = Xk.

Ist umgekehrt hΦ = Xk, so ist Φk = 0 und Φm , 0 für m < k nach Definition des
Minimalpolynoms. �

2.3 Das Programm

Die Herleitung der Jordanschen Normalform ist etwas langwierig und leichter zu
überblicken, wenn man das Ziel der Mühen bereits vor Augen hat. Daher wird
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in diesem Abschnitt skizziert, welche Schritte zu Bestimmung der Jordanschen
Normalform erforderlich sind.

Wir werden sehen, dass jeder Endomorphismus Φ eines n-dimensionalenC-Vektor-
raumes V durch seine Jordansche Normalform

J(Φ) =



λ1 1
λ1 1

. . .
. . .

λ1 1
λ1

λ2 1
λ2 1

. . .
. . .

λ2 1
λ2

. . .

λk 1
λk 1

. . .
. . .

λk 1
λk



∈ Cn×n

dargestellt werden kann (die λi sind dabei nicht notwendigerweise verschieden).
Die in der Matrix J(Φ) auftauchenden Kästchen bezeichnen wir als Jordan-Kästchen

Jni(λi) =


λi 1

λi 1
. . .

. . .

λi 1
λi


∈ Cni×ni

der Größe ni zum Eigenwert λi. Damit können wir J(Φ) kürzer schreiben als

J(Φ) = Jn1(λ1) ⊕ Jn2(λ2) ⊕ . . . ⊕ Jnk(λk).

Die Matrix J(Φ) ist die Summe

J(Φ) = D + N

der Diagonalmatrix D mit den Einträgen λi und der nilpotenten Matrix N =

Jn1(0) ⊕ Jn2(0) ⊕ . . . ⊕ Jnk(0). Die Kenntnis von J(Φ) ist also gleichbedeutend
mit der Kenntnis von D und N.
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Wir überlegen, wie eine Jordan-Basis B zu bestimmen ist, in der Φ durch die
zugehörige Jordansche Normalform J(Φ) dargestellt wird.

1. Zunächst überlegen wir uns, wie D aus Φ bestimmt werden kann. Offen-
sichtlich haben D und J(Φ) (also auch Φ) das selbe charakteristische Poly-
nom

fΦ = det(X · idV − Φ) = (X − λ1)n1(X − λ2)n2 · · · (X − λk)nk = fD,

die Diagonaleinträge von D sind also gerade die Eigenwerte von Φ (der
Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns dabei, dass fΦ tatsächlich in
Linearfaktoren zerfällt). Der Exponent ni eines Eigenwertes λi gibt an, wie
oft λi auf der Diagonalen von D bzw. J(Φ) auftaucht.

2. Da die λi in J(Φ) nicht notwendigerweise verschieden sind, hat Φ womög-
lich weniger als k verschiedene Eigenwerte, etwa λ1, . . . , λm mit m ≤ k.
Taucht ein Eigenwert λ mit Vielfachheit α auf der Diagonalen von J(Φ)
bzw. D auf, so hat D einen Eigenraum Vλ ⊂ V der Dimension α.

3. Die Jordan-Kästchen zum selben Eigenwert λ können (notfalls durch Um-
sortieren der Basis) zu einem Jordan-Block zusammengefasst werden:

Ĵ(m1,...,mr)(λ) =



λ 1
λ 1

. . .
. . .

λ 1
λ

. . .

λ 1
λ 1

. . .
. . .

λ 1
λ



∈ C(m1+...+mr)×(m1+...+mr),

oder kürzer

Ĵ(m1,...,mr)(λ) = Jm1(λ) ⊕ . . . ⊕ Jmr (λ) ∈ Cα×α

mit m1 + . . . + mr = α. Wie man anhand der Normalform J(Φ) sieht, ist Vλ

invariant unter Φ und die Einschränkung Φ|Vλ wird durch den Jordan-Block
Ĵ(m1,...,mk)(λ) dargestellt in einer geeigneten Basis Bλ ⊂ B von Vλ.
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4. Wenn wir für jeden Eigenwert λi diese Basis Bλi von Vλi kennen, erhalten
wir die gesuchte Basis B von V als deren Vereinigung

B = Bλ1 ∪ . . . ∪ Bλm .

5. Um für einen gegebenen Eigenwert λ die Basis Bλ zu bestimmen, betrachten
wir den Endomorphismus

Φ − λ · idV .

Die Einschränkung (Φ − λ · idV)|Vλ wird durch den Jordan-Block

Ĵ(m1,...,mk)(0) = Ĵ(m1,...,mk)(λ) − λIα

dargestellt und ist folglich nilpotent von Stufe ≤ α. Wir erhalten

Vλ = Kern(Φ − λ · idV)α.

Damit ist die Basis Bλ zwar noch nicht festgelegt, aber das Problem der Be-
stimmung der Jordanschen Normalform ist reduziert auf den Fall nilpotenter
Endomorphismen. Dieses Problem wird in Abschnitt 2.5 untersucht.

Für eine Matrix A ∈ Cn×n definieren wir die Jordansche Normalform J(A) als
die Jordansche Normalform des Endomorphismus Φ(x) = Ax.

2.4 Die Primärzerlegung

In diesem Abschnitt betrachten wir zunächst Vektorräume V endlicher Dimension
über einem beliebigen KörperK.

Satz 2.20 Es sei Φ ∈ End(V). Weiter seien g, h ∈ K[X] teilerfremd und f = gh,
so dass f (Φ) = 0 gilt. Setze U = Kern g(Φ) und W = Kern h(Φ). Dann gilt

(a) V = U ⊕W.

(b) U = Bild h(Φ) und W = Bild g(Φ).

(c) U und W sind Φ-invariant.

B: Da g und h teilerfremd sind, können wir mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus Polynome r, s ∈ K[X] bestimmen, so dass

1 = rg + sh

gilt. Setzen wir Φ ein, so bedeutet dies

idV = r(Φ) ◦ g(Φ) + s(Φ) ◦ h(Φ) (∗)
= g(Φ) ◦ r(Φ) + h(Φ) ◦ s(Φ).
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(a) Nach Voraussetzung ist 0 = f (Φ) ◦ r(Φ) = (hg)(Φ) ◦ r(Φ) = h(Φ) ◦ (gr)(Φ)
und analog 0 = g(Φ) ◦ (hs)(Φ). Durch Einsetzen von x ∈ V in (∗) sieht man

x = g(Φ)
(
r(Φ)(x)

)︸           ︷︷           ︸
∈Kern h(Φ)

+ h(Φ)
(
s(Φ)(x)

)︸           ︷︷           ︸
∈Kern g(Φ)

,

also V = U + W. Ist x ∈ U ∩ W, also g(Φ)(x) = 0 = h(Φ)(x), so liefert
Einsetzen in (∗) x = 0, also V = U ⊕W.

(b) Ist x ∈ U, so bedeutet (∗)
x = h(Φ)

(
s(Φ)(x)

) ∈ Bild h(Φ).

Umgekehrt bedeutet x = h(Φ)(y), dass gilt

g(Φ)(x) = g(Φ)
(
h(Φ(y))

)
=

(
(gh)(Φ)

)
(y) = f (Φ)(y) = 0,

d.h. x ∈ U. Also Bild h(Φ) = U. Analog zeigt man Bild g(Φ) = W.

(c) Nach (b) ist Φ(U) = Φ
(
h(Φ)(V)

)
= h(Φ)

(
Φ(V)

) ⊂ h(Φ)(V) = U und analog
Φ(W) ⊂ W. �

Nach dem Satz über die Primfaktorzerlegung (Satz 1.34) können wir ein normier-
tes Polynom f ∈ K[X] als Produkt von Potenzen irreduzibler normierter Poly-
nome pi schreiben,

f = pα1
1 · · · pαm

m .

Folgerung 2.21 Es sei Φ ∈ End(V) und f ∈ K[X]. Weiter sei f = q1 · · · qm eine
Faktorisierung mit paarweise teilerfremden qi ∈ K[X]. Dann gilt:

Kern f (Φ) = Kern q1(Φ) ⊕ . . . ⊕ Kern qm(Φ). (2.3)

B: Offensichtlich ist Kern f (Φ) ein Φ-invarianter Untervektorraum und es
gilt f (Φ)|Kern f (Φ) = 0. Nach Satz 2.20 (angewandt auf den Vektorraum Kern f (Φ))
folgt zunächst

Kern f (Φ) = Kern q1(Φ) ⊕ Kern(q2 · · · qm)(Φ).

Mit Induktion über m folgt nun

Kern(q2 · · · qm)(Φ) = Kern q2(Φ) ⊕ . . . ⊕ Kern qm(Φ),

und somit die Behauptung. �
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Satz 2.22 Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und Φ ∈ End(V). Weiter
sei fΦ = pα1

1 · · · pαm
m die Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms von

Φ. Dann ist
V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vm (2.4)

mit Vi = Kern pαi
i (Φ) eine Zerlegung von V in Φ-invariante Unterräume.

B: Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt V = Kern fΦ(Φ) = Kern 0. Der
Satz folgt somit aus Folgerung 2.21, angewandt auf f = fΦ und qi = pαi

i . �

Die Zerlegung (2.4) von V in Φ-invariante Unterräume entspricht einer Vergrö-
berung der Primfaktorzerlegung von fΦ und wird daher Primärzerlegung von V
bzgl. Φ genannt.

Folgerung 2.23 Sei Φ ∈ End(V). Jeder Primfaktor des charakteristischen Poly-
noms fΦ von Φ ist auch ein Primfaktor des Minimalpolynoms hΦ von Φ.

B: Ist V = V1⊕ . . .⊕Vm die Primärzerlegung von V bzgl. Φ, so ist pαi
i (Φ|Vi) =

0 nach Definition von Vi. Somit ist das Minimalpolynom hi = hΦ|Vi
von Φ|Vi ein

Teiler von pαi
i , insbesondere ist hi = pki

i für ein ki ≤ αi. Es gilt aber auch hΦ(Φ|Vi) =

0 und somit ist hi ein Teiler von hΦ. �

Aus dem Beweis von Folgerung 2.23 ergibt sich, dass pki
i (Φ|Vi) = 0 gilt, wo-

bei ki der Exponent von pi im Minimalpolynom ist. Zugleich bedeutet das, dass
pr

i (Φ|Vi) , 0 ist für r < ki. Dies erlaubt folgenden Schluss:

Folgerung 2.24 Die Aussage von Satz 2.22 bleibt gültig, wenn fΦ durch das Mi-
nimalpolynom hΦ ersetzt wird. Insbesondere ist Vi = Kern pki

i (Φ).

Bemerkung 2.25 Sind B1, . . . , Bm Basen der invarianten Unterräume V1, . . . ,Vm

und B = B1 ∪ . . . ∪ Bm eine Basis von V , so ist

MB
B(Φ) =


MB1

B1
(Φ|V1)

MB2
B2

(Φ|V2)
. . .

MBm
Bm

(Φ|Vm)

 .

Nun betrachten wir die Primärzerlegung speziell für den FallK = C.

Nach Folgerung 1.39 sind die irreduziblen Polynome inC[X] die Polynome X−λ
vom Grad 1. Die Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms von Φ ist
folglich ein Produkt von Linearfaktoren pi = X − λi,

fΦ = (X − λ1)α1 · · · (X − λm)αm ,
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wobei die λi die paarweise verschiedenen Eigenwerte von Φ mit algebraischer
Vielfachheit αi sind. Nach Folgerung 2.23 ist das Minimalpolynom ebenfalls ein
Produkt dieser Linearfaktoren,

hΦ = (X − λ1)k1 · · · (X − λm)km

mit 0 < ki ≤ αi für i = 1, . . . ,m. In der Primärzerlegung (2.4) sind die Φ-
invarianten Unterräume Vi somit

Vi = Kern pki
i (Φ) = Kern(Φ − λi · idV)ki .

Jeder Raum Vi ist also durch einen bestimmten Eigenwert festgelegt. Ist ki = 1,
so stimmt Vi sogar mit dem Eigenraum Eλi = Kern(X − λi · idV) überein. Wir
definieren daher:

Definition 2.26 Es sei V einC-Vektorraum der Dimension n und Φ ∈ End(V). Ist
λ ein Eigenwert von Φ und k der Exponent von X −λ im Minimalpolynom von Φ,
so heißt

Vλ = Kern(Φ − λ · idV)k (2.5)

der verallgemeinerte Eigenraum (oder Hauptraum) von Φ zum Eigenwert λ.

Satz 2.22 lautet im komplexen Fall:

Satz 2.27 Es sei V ein C-Vektorraum der Dimension n und Φ ∈ End(V). Weiter
seien λ1, . . . , λm die paarweise verschiedenen Eigenwerte von Φ. Dann ist

V = Vλ1 ⊕ . . . ⊕ Vλm (2.6)

wobei Vλi der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert λi ist.

Hilfssatz 2.28 Für i = 1, . . . ,m gilt:

(a) Eλi ⊆ Vλi .

(b) Φ|Vλi
− λi · idVλi

ist nilpotent von Stufe ki.

(c) dim Vλi = αi.

B:

(a) Klar.

(b) Das Minimalpolynom von Φ|Vλi
ist hi = (X − λi)ki . Die Behauptung folgt,

da hi(Φ|Vλi
) = 0 gilt und hi das Polynom kleinsten Grades mit dieser Eigen-

schaft ist.
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(c) Da Φ|Vλi
− λi · idVλi

nach (b) nilpotent ist, hat es nach Satz 2.12 das charak-
teristische Polynom det(X · idVλi

− Φ|Vλi
+ λi · idVλi

) = Xdim Vλi . Das bedeutet

fi = det(X · idVλi
− Φ|Vλi

) = (X − λi)dim Vλi

ist das charakteristische Polynom von Φ|Vλi
. Da außerdem fΦ = f1 · · · fi · · · fm

gilt und der Linearfaktor X − λi mit Exponent αi in fΦ und gleichzeitig in
keinem f j mit j , i auftaucht, folgt dim Vλi = αi. �

Bemerkung 2.29 Sind Bλ1 , . . . , Bλm beliebige Basen der verallgemeinerten Eigen-
räume Vλ1 , . . . ,Vλm , und A1, . . . , Am die Abbildungsmatrizen der jeweiligen Φ|Vλi

bzgl. Bλi , so ist

A =


A1

A2
. . .

Am

 = A1 ⊕ A2 ⊕ . . . ⊕ Am (2.7)

die Abbildungsmatrix von Φ bzgl. der Basis B = Bλ1 ∪ . . .∪Bλm . Dies ist eine gro-
be Vorstufe der Jordanschen Normalform. Hierbei entsprechen die Blöcke Ai den
Jordan-Blöcken Ĵ(λi). Damit tatsächlich Ai = Ĵ(λi) gilt, müssen spezielle Basen
Bλi gewählt werden. Dafür untersucht man für jeden Eigenwert λi die Einschrän-
kung Φ|Vλi

. Da jede Abbildungsmatrix Ai von Φ|Vλi
aber eindeutig einer Abbil-

dungsmatrix Ai−λiIαi des nilpotenten Endomorphismus Φ|Vλi
−λi · idVλi

entspricht,
kann man stattdessen auch diesen untersuchen. Ist nämlich Ai − λiIαi = Ĵ(0) ein
Jordan-Block, so ist auch Ai = Ĵ(0) + λiIαi = Ĵ(λi) ein Jordan-Block. Das hat den
Vorteil, dass man sich auf nilpotente Endomorphismen beschränken kann.

2.5 Die Normalform nilpotenter Endomorphismen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass jeder nilpotente Endomorphismus Φ

eines endlichdimensionalenK-Vektorraums V eine Abbildungsmatrix A der Form

A = Ĵ(m1,...,mr)(0)

besitzt. Im Folgenden sei Φ nilpotent von Stufe k (d.h. Φk = 0 und Φk−1 , 0).

Definition 2.30 Ein Element x ∈ V hat die Stufe j (mit j ≥ 1), falls gilt:

Φ j(x) = 0 und Φ j−1(x) , 0.
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Da Φ nilpotent ist, ist 0 der einzige Eigenwert von Φ. Offensichtlich sind die
Eigenvektoren von Φ zum Eigenwert 0 die Elemente der Stufe 1. Da Φk−1 , 0,
existieren Elemente der Stufe k (aber keiner höheren Stufe, da Φk = 0).

Hilfssatz 2.31 Es sei Φ ∈ End(V) nilpotent und x ein Element der Stufe j. Dann
sind die Elemente

Φ j−1(x), . . . ,Φ(x), x

linear unabhängig.

B: Es gelte
0 = λ0x + λ1Φ(x) + . . . + λ j−1Φ

j−1(x) (∗)
mit λ0, . . . , λ j−1 ∈ K. Wende darauf Φ j−1 an:

0 = Φ(0) = λ0Φ
j−1(x) + λ1 Φ j(x)︸︷︷︸

=0

+ . . . + λ j−1 Φ2 j−2(x)︸   ︷︷   ︸
=0

= λ0 Φ j−1(x)︸  ︷︷  ︸
,0

.

Also ist λ0 = 0 und (∗) wird zu

0 = λ1Φ(x) + . . . + λ j−1Φ
j−1(x).

Wende darauf nun Φ j−2 an, um λ1 = 0 zu erhalten. Dies setzt man fort, bis man
schließlich

λ0 = λ1 = . . . = λ j−1 = 0

erhält. Das bedeutet,
x,Φ(x), . . . ,Φ j−1(x)

sind linear unabhängig. �

Daraus folgt sofort:

Folgerung 2.32 Ist x ∈ V ein Element der Stufe j, so ist

Bx = {Φ j−1(x), . . . ,Φ(x), x} (2.8)

eine Basis des Φ-invarianten Untervektorraums

Vx = [Φ j−1(x), . . . ,Φ(x), x]. (2.9)

Die Abbildungsmatrix von Φ|Vx bzgl. Bx ist

J j(0) =


0 1 0

. . .
. . .
. . . 1

0 0

 ∈ K
j× j. (2.10)
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Wir nennen x einen Erzeuger von Vx.

Beispiel 2.33

(a) Es sei Φ ∈ End(R4) gegeben durch

Φ(x) =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 · x.
Die Matrix ist

Ĵ(1,3)(0) = J1(0) ⊕ J3(0)

und dies ist bereits die Jordansche Normalform von Φ. Der vierte Einheits-
vektor e4 ist ein Erzeuger der Stufe 3, die Einheitsvektoren e1 und e2 sind
Eigenvektoren, also Erzeuger der Stufe 1. Weiter sind Ve1 = [e1] und

Ve4 = [e4, e3, e2] ⊃ Ve3 = [e3, e2] ⊃ Ve2 = [e2].

(b) Ist Φ durch

Φ(x) =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 · x
gegeben, so gibt es keine Erzeuger der Stufe 3 oder 4, da Φ Nilpotenzstufe
2 hat. Auch hier ist die Matrix bereits die Jordansche Normalform

Ĵ(2,2)(0) = J2(0) ⊕ J2(0).

Erzeuger der Stufe 2 sind z.B. e2 und e4. Hier sind

Ve2 = [e2, e1] ⊃ Ve1 = [e1],
Ve4 = [e4, e3] ⊃ Ve3 = [e3].

(c) Ist Φ durch

Φ(x) =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 · x
gegeben, so hat Φ die Nilpotenzstufe 4 und die Matrix ist bereits die Jordan-
sche Normalform. Ein Erzeuger der Stufe 4 ist e4. Es ist

R4 = Ve4 = [e4, e3, e2, e1] ⊃ Ve3 = [e3, e2, e1] ⊃ Ve2 = [e2, e1] ⊃ Ve1 = [e1].
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Wir wollen nun zeigen, dass V eine Basis B besitzt, die eine Vereinigung von
Basen Bx1 , . . . , Bxr vom Typ (2.8) ist. Dann nimmt die Abbildungsmatrix MB

B(Φ)
die gewünschte Form an:

Ĵ(m1,...,mr)(0) =


Jm1(0)

. . .

Jmr (0)


Im Folgenden beschreiben wir die Konstruktion dieser Zerlegung und sehen dabei,
wie die Basis B zu bestimmen ist. Wir schreiben abkürzend

K j = Kern Φ j. (2.11)

Wegen der Nilpotenz gilt

{0} = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kk−1 ⊂ Kk = V (2.12)

und für alle j
Φ(K j) ⊂ K j−1. (2.13)

Die Elemente der Stufe j sind genau die Elemente der Menge K j\K j−1.

Wähle einen Untervektorraum Wk ⊂ V , so dass gilt

V = Wk ⊕ Kk−1.

Dann besteht Wk aus Elementen der Stufe k. Nun können wir auch in Kk−1 einen
Untervektorraum Wk−1 wählen, so dass gilt

Kk−1 = Wk−1 ⊕ Kk−2

und Wk−1 aus Elementen der Stufe k − 1 besteht. Fahren wir nach diesem Schema
fort, so erhalten wir eine Zerlegung von V der Form

V = Wk ⊕ Kk−1

= Wk ⊕Wk−1 ⊕ Kk−2

...

= Wk ⊕Wk−1 ⊕ . . . ⊕W2 ⊕ K1

= Wk ⊕Wk−1 ⊕ . . . ⊕W2 ⊕W1.

Anhand dieser Zerlegung kann man nun die gesuchte Basis von V konstruieren:

Hilfssatz 2.34 Ist W ein Untervektorraum von V mit W ∩ K j = {0} für ein j > 0,
so ist Φ|W injektiv.
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B: Für j > 0 ist Kern Φ = K1 ⊂ K j. Somit folgt aus der Voraussetzung
Kern Φ|W = {0}, d.h. Φ|W ist injektiv. �

Für j = 1, . . . , k sei
d j = dim W j.

Es sei b[k]
1 , . . . , b

[k]
dk

eine Basis von Wk. Da Φ|Wk nach Hilfssatz 2.34 injektiv ist, sind
die Elemente

Φk−1(b[k]
1 ), . . . ,Φ(b[k]

1 ), b[k]
1 ,

Φk−1(b[k]
2 ), . . . ,Φ(b[k]

2 ), b[k]
2 ,

...

Φk−1(b[k]
dk

), . . . ,Φ(b[k]
dk

), b[k]
dk

linear unabhängig. Außerdem gilt Φl(b[k]
i ) ∈ Wk−l, insbesondere sind

Φ(b[k]
1 ), . . . ,Φ(b[k]

dk
)

linear unabhängig in Wk−1. Falls diese Elemente noch keine Basis von Wk−1 bilden,
können wir sie durch geeignete Elemente

b[k−1]
1 , . . . , b[k−1]

sk−1

zu einer Basis von Wk−1 ergänzen, wobei sk−1 = dk−1 − dk. Es folgt aus Hilfssatz
2.34, dass die

Φk−2(b[k−1]
i ), . . . ,Φ(b[k−1]

i ), b[k−1]
i , i = 1, . . . , sk−1

linear unabhängig sind. So fährt man fort, bis man schließlich eine Basis für V
nach dem folgenden Schema konstruiert hat:

Wk b[k]
1 · · · b[k]

sk

Wk−1 Φ(b[k]
1 ) · · · Φ(b[k]

sk ) b[k−1]
1 · · · b[k−1]

sk−1
...
...

...
...

...
. . .

W1 Φk−1(b[k]
1 ) · · · Φk−1(b[k]

sk ) Φk−2(b[k−1]
1 ) · · · Φk−2(b[k−1]

sk−1 ) · · · b[1]
1 · · · b[1]

s1

Hier ist
sk = dk und si = di − si+1 − si+2 − . . . − sk. (2.14)

In einer Jordan-Basis B für Φ ordnen wir diese Basisvektoren zunächst von unten
nach oben und dann von links nach rechts:

B =
{
Φk−1(b[k]

1 ), . . . , b[k]
1 , . . . ,Φ

k−1(b[k]
sk

), . . . , b[k]
sk
, Φk−2(b[k−1]

1 ), . . . , b[k−1]
1 , . . . , b[1]

1 , . . . , b[1]
s1

}
= Bb[k]

1
∪ . . . ∪ Bb[k]

sk
∪ Bb[k−1]

1
∪ . . . ∪ Bb[1]

1
∪ . . . ∪ Bb[1]

s1
.
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Satz 2.35 Die Abbildungsmatrix MB
B(Φ) von Φ ist die Jordansche Normalform

J(Φ):

Jk(0)
. . .

sk

Jk(0)
Jk−1(0)

. . .
sk−1

Jk−1(0)
. . .

0
. . .

s1

0



. (2.15)

Diese Normalform ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordan-Kästchen.

B: Dass MB
B(Φ) = J(Φ) gilt, ergibt sich aus der vorangehenden Diskussion.

Die Eindeutigkeit (bis auf die Reihenfolge) folgt daraus, dass die Zahlen sk, . . . , s1

gemäß (2.14) eindeutig durch die Dimensionen der Kerne Ki bestimmt sind (da
di = dim Wi = dim K j − dim K j−1 gilt). Diese Kerne wiederum sind eindeutig
durch Φ bestimmt. �

Bemerkung 2.36 Da K1 = W1 der Eigenraum E0 von Φ zum Eigenwert 0 ist, gilt

dim E0 = sk + sk−1 + . . . + s1

= Anzahl der Jordan-Kästchen in J(Φ).

Desweiteren gilt Φk−1 , 0, daher muss mindestens ein Jordan-Kästchen Jk(0) der
Größe k in J(Φ) vorkommen. Da Φk = 0, darf aber kein größeres Jordan-Kästchen
auftauchen. Dies können wir mit dem Minimalpolynom hΦ = Xk charakterisieren:

Größe des größten Jordan-Kästchens = k = deg hΦ.

Als Folgerung aus Satz 2.35 erhalten wir sofort das entsprechende Resultat für
nilpotente Matrizen:

Satz 2.37 Jede nilpotente Matrix A ∈ Kn×n ist konjugiert zu einer Matrix der
Form (2.15). Die Konjugationsklasse von A ist durch die Zahlen (sk, sk−1, . . . , s1)
eindeutig festgelegt. Insbesondere gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen
von nilpotenten Matrizen inKn×n.
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2.6 Die Jordansche Normalform

Wir verbinden nun die Ergebnisse aus den Abschnitten 2.4 und 2.5.

Es sei V ein C-Vektorraum der Dimension n und Φ ∈ End(V). Weiter seien
λ1, . . . , λm die verschiedenen Eigenwerte von Φ, Vλ1 , . . . ,Vλm ihre jeweiligen ver-
allgemeinerten Eigenräume und α1, . . . , αm ihre algebraischen Vielfachheiten (ins-
besondere αi = dim Vλi).

Mit Ψ j bezeichnen wir die nach Hilfssatz 2.28 nilpotenten Endomorphismen

Ψ j = Φ|Vλ j
− λ j · idVλ j

.

Satz 2.38 Es gibt eine Basis B von V , so dass die Abbildungsmatrix MB
B(Φ) von

Φ von der folgenden Form ist:

J(Φ) =


λ1Iα1 + J(Ψ1)

. . .

λmIαm + J(Ψm).

 (2.16)

Diese Normalform ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der λi und der Jordan-
Kästchen in den J(Ψi).

B: Gemäß Satz 2.22 ist die Primärzerlegung V = Vλ1 ⊕ . . . ⊕ Vλm durch die
Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms eindeutig bestimmt (bis auf
die Reihenfolge). Da die Zerlegung Φ-invariant ist, reicht es, die Einschränkungen
von Φ auf die Vλi zu betrachten. Für diese gilt Φ|Vλi

= λi · idVλi
+ Ψi. Für den

nilpotenten Endomorphismus wählen wir eine Jordan-Basis Bi von Vλi wie in Satz
2.35. Da λi · idVλi

in jeder Basis durch λiIαi dargestellt wird, folgt, dass Φ|Vλi
bzgl.

der Basis Bi die Abbildungsmatrix

J(Φ|Vλi
) = λiIαi + J(Ψi)

hat. Diese wiederum ist nach Satz 2.35 eindeutig (bis auf die Reihenfolge). Für
die Basis B = B1 ∪ . . . ∪ Bm von V hat Φ dann die Abbildungsmatrix (2.16). �

Die Basis B aus Satz 2.38 nennen wir eine Jordan-Basis von V für Φ.

Bemerkung 2.39 Unter Berücksichtigung von Bemerkung 2.36 gilt

algebraische Vielfachheit αi = Größe des Jordan-Blocks zum Eigenwert λi,

dim Eλi = Anzahl der Jordan-Kästchen zum Eigenwert λi in J(Φ),
Exponent ki von X − λi in hΦ = Größe des größten Jordan-Kästchens zum Eigenwert λi.

Wir formulieren Satz 2.38 für komplexe Matrizen:
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Folgerung 2.40 Jede Matrix A ∈ Cn×n ist konjugiert zu einer Matrix der Form
(2.16). Die Konjugationsklasse von A ist durch die Jordansche Normalform von A
eindeutig festgelegt.

Folgerung 2.41 Es gibt unendlich viele Konjugationsklassen von Matrizen in
Cn×n. Jedoch gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen von Matrizen in Cn×n

mit dem selben charakteristischen Polynom.

Eine sehr umfangreiche Untersuchung der Konjugationsklassen von Matrizen über
beliebigen Körpern ist in den Abschnitten 11.6 und 11.7 von Brieskorn [2], zu fin-
den.

Bemerkung 2.42 Diagonalmatrizen sind ein Spezialfall der Jordanschen Nor-
malform. Hier haben alle Jordan-Kästchen die Größe 1, und die verallgemeinerten
Eigenräume stimmen mit den Eigenräumen überein.

Algorithmus 2.43 Zur praktischen Bestimmung einer Jordan-Basis für Φ geht
man wie folgt vor:

(i) Bestimme das charakteristische Polynom fΦ und seine Nullstellen λ1, . . . , λm,
die Eigenwerte von Φ.

(ii) Für i = 1, . . . ,m führe folgende Schritte aus:

(ii.a) Bestimme die kleinste Zahl ki, so dass

Kern(Φ − λi · idV)ki = Kern(Φ − λi · idV)ki+1.

Dann gilt auch Kern(Φ − λi · idV)ki = Kern(Φ − λi · idV)n = Vλi . Die
Zahl ki ist der Exponent von X − λi im Minimalpolynom hΦ.
Wenn man die Kerne mit dem Gauß-Algorithmus bestimmt, erhält
man hierbei für s = 1, . . . , ki eine Basis B[s]

i von Kern(Φ − λi · idV)s,
die aus Elementen von Stufe ≤ s besteht. Insbesondere ist B[ki]

i eine
Basis von Vλi (die in der Regel aber noch keine Jordan-Basis ist). Dies
ermöglicht den nächsten Schritt.

(ii.b) Es sei Li eine zunächst leere Liste von Basisvektoren.
Für s = ki, . . . , 1 führe die folgenden Schritte aus:
Solange ein Element b ∈ Vλi von Stufe s existiert, das nicht in der
linearen Hülle der bisher in Li gemerkten Elemente liegt, berechne

(Φ − λi · idV) j(b), j = s − 1, . . . , 0
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und füge diese Elemente in dieser Reihenfolge zur Liste Li hinzu. An-
dernfalls fahre mit Stufe s − 1 fort.
Am Ende enthält die Liste Li eine Jordan-Basis von Vλi für Φ|Vλi

.

(iii) Fassen wir die Elemente der Listen L1, . . . , Lm aus Schritt (ii) zu einer Basis
B zusammen, so ist B eine Jordan-Basis von Φ. Die Jordansche Normalform
erhält man dann als J(Φ) = MB

B(Φ).

Ist man nur an der Bestimmung von J(Φ) (ohne Basis) interessiert, so kann man
Schritt (ii.b) weglassen und in Schritt (ii.a) anhand der Differenzen der Dimensio-
nen der Kerne Kern(Φ− λi · idV) j, j = 1, . . . , ki, prüfen, wieviele Jordan-Kästchen
einer bestimmten Größe für den Eigenwert λi auftauchen.

Wir geben nun zwei Beispiele von Matrizen A und B, die zwar die selben Eigen-
werte, das selbe charakteristische Polynom und das selbe Minimalpolynom haben,
aber dennoch verschiedene Jordansche Normalformen.

Beispiel 2.44 Es sei

A =


1 1 0 0
−1 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ∈ C4×4.

• Das charakteristische Polynom von A ist

fA = det(XI4 − A) = (X − 2)4.

A hat also nur den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 4.

• Wir bestimmen mit dem Gauß-Algorithmus Kern(A−2 · I4) j für j = 1, 2, . . .
und stellen fest, dass

Kern(A − 2 · I4) , C4, Kern(A − 2 · I4)2 = C4

gilt. Somit ist das Minimalpolynom hA = (X − 2)2.

• Wähle einen Vektor b[2]
1 ∈ C4\Kern(A−2 · I4), etwa b[2]

1 = e1. Als die ersten
beiden Vektoren unserer Jordan-Basis wählen wir

(A − 2 · I4) · b[2]
1 =


−1
−1
0
0

 , b[2]
1 =


1
0
0
0

 .
Da dim Kern(A − 2 · I4)2 − dim Kern(A − 2 · I4) = 4 − 3 = 1 gilt, existieren
keine dazu linear unabhängigen Vektoren der Stufe 2.
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• Fülle die Jordan-Basis mit den linear unabhängigen Vektoren b[1]
1 = e3 und

b[1]
2 = e4 aus Kern(A − 2 · I4) auf. Somit ist unsere Jordan-Basis für A:

{
−1
−1
0
0

 ,

1
0
0
0

 ,

0
0
1
0

 ,

0
0
0
1


}
.

• Die Jordansche Normalform von A ist

J(A) =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .
Beispiel 2.45 Es sei

B =


9 −7 0 2
7 −5 0 2
4 −4 2 1
0 0 0 2

 ∈ C4×4.

• Das charakteristische Polynom von B ist

fB = det(XI4 − B) = (X − 2)4.

B hat also nur den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 4.

• Wir bestimmen mit dem Gauß-Algorithmus Kern(B−2 · I4) j für j = 1, 2, . . .
und stellen fest, dass

Kern(B − 2 · I4) , C4, Kern(B − 2 · I4)2 = C4

gilt. Somit ist das Minimalpolynom hB = (X − 2)2.

• Wähle einen Vektor b[2]
1 ∈ C4\Kern(B−2 · I4), etwa b[2]

1 = e1. Als die ersten
beiden Vektoren unserer Jordan-Basis wählen wir

(B − 2 · I4) · b[2]
1 =


7
7
4
0

 , b[2]
1 =


1
0
0
0

 .
Es gilt dim Kern(B− 2 · I4)2 − dim Kern(B− 2 · I4) = 4− 2 = 2, also können
wir noch einen dazu linear unabhängigen Vektoren der Stufe 2 finden.



56 2 Die Jordansche Normalform

• Der Vektor b[2]
2 = e4 ist ebenfalls in C4\Kern(B − 2 · I4) und offensichtlich

linear unabhängig zu den beiden Vektoren aus dem vorigen Schritt. Wir
ergänzen unsere Jordan-Basis durch die Vektoren

(B − 2 · I4) · b[2]
2 =


2
2
1
0

 , b[2]
2 =


0
0
0
1

 .
• Somit ist unsere Jordan-Basis für B:

{
7
7
4
0

 ,

1
0
0
0

 ,

2
2
1
0

 ,

0
0
0
1


}
.

• Die Jordansche Normalform von B ist

J(B) =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .
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3 Kryptographie

Alice möchte eine geheime Nachricht m an Bob verschicken. Sie kann jedoch
nicht sicher sein, dass der Kanal, über den sie m verschickt, abhörsicher ist. Also
muss sie eine Methode finden, die Nachricht derart zu verschlüsseln, dass nur
Bob sie wieder entschlüsseln und lesen kann. Als Kryptographie bezeichnet man
die Kunst, solche Methoden zu finden und zu untersuchen. Genauer untersucht
man folgende Situation: Gegeben ist eine Menge M von allgemein verständlichen
Nachrichten („Klartext“) die durch eine Verschlüsselungsfunktion

enc : M→ C

in einen Code C abgebildet werden sollen, der nicht allgemein verständlich ist
(„Chiffrat“). Der Empfänger einer Nachricht soll in der Lage sein, mit Hilfe einer
Funktion

dec : C→M

die codierte Nachricht wieder zu entschlüsseln und so den urspünglichen Klartext
zu erhalten. Es soll also

dec ◦ enc = idM

gelten. Eine Möglichkeit, dies zu erreichen ist es, dass Alice und Bob Verfah-
ren enc und dec verwenden, die sie gegenüber Dritten geheimhalten. Die Proble-
me dabei sind jedoch offensichtlich: Werden durch Verrat oder Nachlässigkeit die
Methoden bekannt, so ist das Verfahren wertlos. Außerdem müsste man bei mehr
als zwei Kommunikationsteilnehmern jeweils neue geheime Verfahren ersinnen.

Die Philosophie der Public Key-Kryptographie ist daher, öffentlich bekannte
Algorithmen zu verwenden, bei denen die Geheimhaltung durch einen zusätz-
lichen Parameter, den Schlüssel, gewährleistet ist. Jede Partei besitzt einen eige-
nen Schlüssel. Der Schlüssel besteht aus zwei Teilen, dem öffentlichen Schlüssel
für die Verschlüsselung und dem geheimen Schlüssel für die Entschlüsselung.

Die meisten Verfahren der Public Key-Kryptographie nutzen auf raffinierte Weise
die algebraischen Eigenschaften der ganzen Zahlen (oder anderer integerer Ringe)
aus. In diesem Abschnitt wollen wir Verfahren betrachten, die wir mit unserem
bisherigen Kenntnisstand schon verstehen können. Als Vorbereitung studieren wir
einige Eigenschaften von endlichen Gruppen und die Einheiten von Z/nZ.

In diesem Abschnitt gelte die Konvention, dass geheimzuhaltende Daten durch
Maschinenschrift m, k, . . . dargestellt werden.
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3.1 Der Satz von Lagrange

Definition 3.1 Es sei G eine Gruppe und g ∈ G. Die Ordnung von G ist ord(G) =

|G|. Die Ordnung von g ist ord(g) = ord(〈g〉), also die Ordnung der von g erzeug-
ten zyklischen Untergruppe 〈g〉 = {1, g, g2, g3, . . .}.
Satz 3.2 (Lagrange) Ist G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G,
so gilt ord(H) | ord(G). Insbesondere gilt ord(g) | ord(G) für alle g ∈ G.

B: Für jedes g ∈ G gilt |H| = |gH|, da H → gH, h 7→ gh eine Bijektion ist.

Für g1, g2 ∈ G gilt entweder g1H = g2H oder g1H∩g2H = ∅: Falls a ∈ g1H∩g2H
existiert, so bedeutet dies g1h1 = a = g2h2 für gewisse h1, h2 ∈ H. Das bedeutet
g1 = g2h2h−1

1 . Wir können nun jedes Element g1h ∈ g1H schreiben als

g1h = g2(h2h−1
1 h) ∈ g2H.

Also g1H ⊂ g2H und entsprechend zeigt man g2H ⊂ g1H, also g1H = g2H.

Da jedes Element g ∈ G in einem gH enthalten ist, folgt, dass G die disjunkte
Vereinigung von gewissen endlichen Teilmengen g1H, . . . , gkH ist. Daher gilt

|G| = ∣∣∣ k⋃
j=1

g jH
∣∣∣ =

k∑
j=1

|g jH| = k|H|,

also ist |H| ein Teiler von |G|. �

Hilfssatz 3.3 Es sei G eine abelsche Gruppe und g, h ∈ G. Weiter gelte ord(g) =

m, ord(h) = n und ggT(m, n) = 1. Dann ist ord(gh) = mn.

B: Es sei r = ord(gh). Da G abelsch ist, gilt

(gh)mn = (gm)n(hn)m = 1 · 1 = 1,

d.h. r ≤ mn. Nach Folgerung 1.29 gibt es s, t ∈ Z mit sm + tn = 1. Das bedeutet

gr = (gsm+tn)r = ( gm︸︷︷︸
=1

)sr(gn)tr = (gn)tr = (gnhn)tr = ((gh)r)tn = 1.

Also ist m ein Teiler von r, und genauso zeigt man, dass n ein Teiler von r ist.
Aus ggT(m, n) = 1 und der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt nun, dass mn
ein Teiler von r ist, also mn ≤ r. Insgesamt gilt also mn = r. �

Hilfssatz 3.4 Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und g ∈ G ein Element von
maximaler Ordnung m = ord(g). Dann ist für jedes h ∈ G die Ordnung ord(h) ein
Teiler von m.
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B: Es sei n = ord(h). Angenommen, es gelte n - m. Dann gibt es einen
Primfaktor p, der in n einen größeren Exponenten hat als in m, etwa

m = pra, n = psb

mit r < s und p - a, b. Das bedeutet ord(gpr
) = a und ord(hb) = ps. Da

ggT(ps, a) = 1, folgt mit Hilfssatz 3.3 ord(gpr
hb) = psa. Aber psa > pra = m, d.h.

gpr
hb hat höhere Ordnung als g, im Widerspruch zur Voraussetzung. �

3.2 Einheiten in Z/nZ

Satz 3.5 Es gilt

(Z/nZ)× = {k ∈ Z/nZ | ggT(k, n) = 1}. (3.1)

B: Sind k und n teilerfremd, so können wir mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus Elemente s, t ∈ Z bestimmten, so dass gilt sk + tn = 1. Das bedeutet

sk ≡ 1 mod n.

Also ist k = s−1 eine Einheit.

Setzen wir umgekehrt voraus, dass sk ≡ 1 mod n gilt für ein gewisses s ∈ Z, so
bedeutet dies sk = 1 + mn für ein m ∈ Z. Ist d ein Teiler von k und n, etwa ad = k
und bd = n, so gilt sad = 1 + mbd. Das ist äquivalent zu

1 = (sa − mb)d.

Also ist d ∈ Z× = {−1, 1} und k, n sind folglich teilerfremd. �

Definition 3.6 Die Funktion

ϕ : N→ N, n 7→ |(Z/nZ)×| (3.2)

heißt Eulersche ϕ-Funktion.

Nach Satz 3.5 ist ϕ(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen 0 < k < n.

Satz 3.7 (Euler) Es sei n ∈ N, n ≥ 2. Dann gilt für jede zu n teilerfremde Zahl a:

aϕ(n) ≡ 1 mod n. (3.3)
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B: Gilt ggT(a, n) = 1, so ist a eine Einheit in Z/nZ. Es ist ord((Z/nZ)×) =

ϕ(n) und somit gibt es nach dem Satz von Lagrange ein k ∈ Nmit k·ord(a) = ϕ(n).
Das heißt

aϕ(n)
= (aord(a))k = 1k = 1,

was äquivalent ist zu (3.3). �

Ein Spezialfall des Satzes von Euler ist als Satz von Fermat bekannt.

Satz 3.8 (Fermat) Es sei p eine Primzahl. Dann gilt für alle a ∈ Z, die kein
Vielfaches von p sind:

ap−1 ≡ 1 mod p. (3.4)

Bemerkung 3.9 Der Satz von Fermat liefert einen Test, ob eine Zahl q keine
Primzahl ist. Ist nämlich (3.4) nicht erfüllt für irgendein 0 < a < q, so ist q
nicht prim. Umgekehrt kann man aber nicht folgern, dass q prim ist, wenn (3.4)
für alle 0 < a < q erfüllt ist. Die Zahlen, die dies erfüllen ohne Primzahlen zu
sein, werden Carmichael-Zahlen genannt. Die drei kleinsten Carmichael-Zahlen
sind 561, 1105 und 1729. In Forster [5] werden sowohl die Eigenschaften der
Carmichael-Zahlen als auch einige praktische Primzahltests besprochen.

Der folgende Satz 3.10 ist von fundamentaler Bedeutung für die Kryptographie.

Satz 3.10 Ist p prim, so ist (Z/pZ)× zyklisch.

B: Da p prim ist, ist Z/pZ ein Körper und (Z/pZ)× hat p − 1 Elemente.

Es sei g ein Element maximaler Ordnung m ≤ p − 1 in (Z/pZ)×. Dann ist g eine
Nullstelle des Polynoms Xm − 1. Als Folge von Hilfssatz 3.4 gilt

am = 1

für alle a ∈ (Z/pZ)×, also sind alle p − 1 Elemente von (Z/pZ)× ebenfalls Null-
stellen von Xm − 1. Nach Satz 1.37 muss

m = deg(Xm − 1) ≥ p − 1

gelten. Folglich gilt m = p − 1 und 〈g〉 = (Z/pZ)×. �

3.3 Schlüsselaustausch nach Diffie und Hellman

Alice und Bob wollen über einen unsicheren Kanal einen gemeinsamen gehei-
men Schlüssel k erzeugen. Dazu müssen sie „Teilschlüssel“ über den Kanal aus-
tauschen, aus denen sie k erzeugen können. Sie können wie folgt vorgehen:
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Algorithmus 3.11 (Diffie-Hellman-Protokoll) Es sei g ein Erzeuger von (Z/pZ)×,
wobei p eine große Primzahl ist.

(i) Alice wählt eine geheime Zufallszahl a und schickt ga an Bob.

(ii) Bob wählt eine geheime Zufallszahl b und schickt gb an Alice.

(iii) Alice empfängt gb und berechnet k = (gb)a.

(iv) Bob empfängt ga und berechnet k = (ga)b.

Damit haben Alice und Bob den gemeinsamen Schlüssel k, der nicht über den
unsicheren Kanal übertragen wurde.

Bemerkung 3.12 Die Sicherheit dieses Verfahrens beruht auf der Schwierigkeit,
den diskreten Logarithmus in (Z/pZ)× zu berechnen (dazu ist p möglichst groß zu
wählen). Damit könnte ein Angreifer aus den abgehörten Teilschlüsseln ga und gb

die geheimen Zahlen a und b berechnen und somit k bestimmen. Ein Algorithmus
für den diskreten Logarithmus in zyklischen Gruppen ist in §8 von Forster [5]
zu finden. Das Protokoll funktioniert im Prinzip mit allen endlichen zyklischen
Gruppen, wie z.B. elliptischen Kurven (Forster [5], §20).

3.4 El Gamal-Verschlüsselung

Eine ähnliche Idee wie beim Diffie-Hellman-Protokoll liegt dem Verschlüsselungs-
verfahren von El Gamal zugrunde. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass
die Menge der Klartexte M = (Z/pZ)× und die Menge der Chiffrate ebenfalls
C = (Z/pZ)× sei.

Algorithmus 3.13 (El Gamal-Verschlüsselung) Alice will eine geheime Nach-
richt m an Bob schicken. Es sei g ein Erzeuger von (Z/pZ)×, wobei p eine große
Primzahl ist.

(i) Bob wählt eine geheime Zufallszahl b (den geheimen Schlüssel) und be-
rechnet x = gb (den öffentlichen Schlüssel).

(ii) Alice wählt eine geheime Zufallszahl a, die ggT(a, p − 1) = 1 erfüllt.

(iii) Alice berechnet y = ga und z = xam, und schickt (y, z) an Bob.

(iv) Bob kann die Nachricht mit Hilfe seines geheimen Schlüssels b durch die
folgende Rechnung entschlüsseln:

z(yb)−1 = z((ga)b)−1 = z(gab)−1 = xam(xa)−1 = m.
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Auch hier beruht die Sicherheit auf der Schwierigkeit, den diskreten Logarithmus
zu berechnen. Die Bedingung ggT(a, p − 1) = 1 ist nicht zwingend erforderlich.
Hätten a und p − 1 jedoch einen großen gemeinsamen Teiler, so würde die Be-
rechnung des diskreten Logarithmus von ga erheblich vereinfacht.

3.5 RSA-Verschlüsselung

Das RSA-Verfahren ist benannt nach seinen Erfindern Rivest, Shamir und Adle-
man.

Aufgabe 3.14 Für Primzahlen p, q ∈ N gilt ϕ(pq) = (p − 1)(q − 1).

Algorithmus 3.15 (RSA-Verschlüsselung) Alice will eine Nachricht m an Bob
schicken.

(i) Bob wählt zwei große geheime Primzahlen p, q und veröffentlicht n = pq.

(ii) Bob wählt eine zu ϕ(n) teilerfremde Zahl e (den öffentlichen Schlüssel). Mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus bestimmt er eine Zahl d (den
geheimen Schlüssel), die ed ≡ 1 mod ϕ(n) erfüllt.

(iii) Alice kann mit den öffentlichen Daten eine Nachricht m ∈ Z/nZ wie folgt
verschlüsseln:

enc : Z/nZ→ Z/nZ, m 7→ me.

Sie schickt diese Nachricht an Bob.

(iv) Bob kann das Chiffrat me mit seinem geheimen Schlüssel entschlüsseln:

dec : Z/nZ→ Z/nZ, x 7→ xd.

Es ist also dec(me) = med = m.

B: Zu zeigen ist, dass die Aussage in Schritt (iv) wahr ist.

Es sei x ∈ Z/nZ. Nach dem chinesischen Restsatz gibt es einen Isomorphismus

Ψ : Z/nZ→ Z/pZ × Z/qZ.
Es sei (x1, x2) = Ψ(x). Ist x1 = 0, so gilt trivialerweise xed

1 = x1. Falls x1 , 0, so
ist x1 eine Einheit in Z/pZ. Da nach Aufgabe 3.14 gilt ϕ(n) = (p − 1)(q − 1), gilt
auch ed ≡ 1 mod p − 1 und ed ≡ 1 mod q − 1. Desweiteren ist ϕ(p) = p − 1, und
somit folgt aus dem Satz von Euler

xed
1 = x1+kϕ(p)

1 = x1.
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Entsprechend folgt xed
2 = x2. Das bedeutet

(x1, x2)ed = (xed
1 , x

ed
2 ) = (x1, x2),

und somit
xed = Ψ−1((x1, x2)ed) = Ψ−1(x1, x2) = x.

Damit ist dec ◦ enc = idZ/nZ gezeigt. �

Man kann sich nun fragen, warum man im Beweis den Umweg über den chine-
sischen Restsatz nimmt, statt direkt mit dem Satz von Euler zu argumentieren,
dass

xed = x1+kϕ(n) = x

gilt. Diese Argumentation ist aber nur für solche x zulässig, die zu n teilerfremd
sind. Daher verlagert man das Problem in die Ringe Z/pZ und Z/qZ, denn da
p und q prim sind, ist hier sichergestellt, dass für alle xi , 0 der Satz von Euler
anwendbar ist.

Bemerkung 3.16 Die Sicherheit des RSA-Verfahrens beruht darauf, dass der ge-
heime Schlüssel d schwer zu bestimmen ist. Dazu müsste man ϕ(n) kennen und
dann das Inverse von e modulo ϕ(n) bestimmen. Aber um ϕ(n) zu kennen, muss
man wiederum die Primfaktorzerlegung pq von n kennen. Diese ist im Allgemei-
nen aber sehr schwer zu finden.
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Teil II

Geometrie in Vektorräumen
Bisher haben wir die algebraischen Eigenschaften von Vektorräumen studiert.
Statten wir einen Vektorraum V mit einer zusätzlichen Struktur, einem Skalar-
produkt, aus, so erhält V eine Geometrie. Genauer gesprochen können wir nun
Winkel, Abstände und Längen in V definieren. Wie so oft steht uns hierbei ein ele-
mentarer Spezialfall Pate, in diesem Fall das Standardskalarprodukt imR2. Durch
das Abstrahieren der algebraischen Eigenschaften von seiner konkreten Definition
werden wir auf eine abstrakte Definition für Skalarprodukte in beliebigen reellen
oder komplexen Vektorräumen geführt.

4 Vektorräume mit Skalarprodukt

4.1 Das Standardskalarprodukt

Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren

x =


x1
...

xn

 , y =


y1
...
yn

 ∈ Rn

ist definiert als
〈x|y〉 = x> · y = x1y1 + . . . + xnyn (4.1)

Das Ergebnis ist eine reelle Zahl, was den Namen Skalarprodukt erklärt.

Wir beschränken uns der Übersichtlichkeit wegen auf den Fall n = 2. Zunächst
stellen wir einige algebraische Eigenschaften des Skalarprodukts fest:

Bemerkung 4.1 Für x, y ∈ R2 gilt

〈x|y〉 = x1y1 + x2y2 = y1x1 + y2x2 = 〈y|x〉. (4.2)

Das Skalarprodukt ist also symmetrisch.

Bemerkung 4.2 Für alle x, y, z ∈ R2 und jede Zahl α ∈ R gilt

〈x|y + z〉 = x1(y1 + z1) + x2(y2 + z2)
= x1y1 + x1z1 + x2y2 + x2z2

= (x1y1 + x2y2) + (x1z1 + x2z2)
= 〈x|y〉 + 〈x|z〉
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und

〈x|αy〉 = x1(αy1) + x2(αy2)
= α(x1y1) + α(x2y2)
= α(x1y1 + x2y2)
= α〈x|y〉.

Das bedeutet, dass 〈x|·〉 für festes x eine lineare Funktion ist:

〈x|αy + z〉 = α〈x|y〉 + 〈x|z〉. (4.3)

Aus der Symmetrie (4.2) folgt, dass auch 〈·|x〉 für festes x eine lineare Funktion
ist. Dies bezeichnen wir als die Bilinearität des Skalarpodukts.

Nun wenden wir uns den geometrischen Eigenschaften zu. Setzen wir x = y in
(4.1), so erhalten wir

〈x|x〉 = x2
1 + x2

2.

Das folgende Bild zeigt, wie wir dies geometrisch deuten können.

x =
(
x1
x2

)

x1

x2

√
x2

1
+ x2

2

e1

e2

In diesem Bild stehen die e1-Achse und die e2-Achse senkrecht aufeinander. Wir
erhalten also ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten durch x, die e1-Komponente
von x und die e2-Komponente von x gegeben sind. Die Hypotenuse entspricht hier
der Linie vom Ursprung nach x. Der Satz des Pythagoras besagt in dieser Situation

x2
1 + x2

2 = (Länge des Vektors x)2.

Das Skalarprodukt erlaubt uns also, die Länge√
〈x|x〉 =

√
x2

1 + x2
2 (4.4)

eines Vektors x zu ermitteln. Insbesondere stellen wir folgendes fest:
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Bemerkung 4.3 Jeder Vektor x , 0 hat positive Länge. Der Vektor 0 hat jedoch
die Länge 0. Das bedeutet

〈x|x〉 ≥ 0, und „= 0“ nur dann, wenn x = 0. (4.5)

Diese Eigenschaft werden wir später als positive Definitheit bezeichnen.

Auch das Skalarprodukt zweier verschiedener Vektoren x, y ∈ R2 lässt sich geo-
metrisch deuten. Dazu betrachten wir die Spezialfälle y = e1 und y = e2 mit je-
weils beliebigem x. Im folgenden Bild sehen wir, wie x sich aus einem Vielfachen
von e1 und einem Vielfachen von e2 zusammensetzt.

x =
(
x1
x2

)

e1

e2

x2e2

x1e1

= x1e1 + x2e2

Dabei ist der Betrag der jeweiligen ei-Komponente der ite Koeffizient xi (i = 1, 2).
Im Fall y = e1 gilt

〈x|y〉 = 〈x|e1〉 = x1 · 1 + x2 · 0 = x1,

und im Fall y = e2 gilt

〈x|y〉 = 〈x|e2〉 = x1 · 0 + x2 · 1 = x2.

Das Skalarprodukt 〈x|ei〉 berechnet also den Betrag der senkrechten Projektion
von x auf die ei-Achse. Lax formuliert gibt 〈x|ei〉 an, welchen Beitrag der ite Ein-
heitsvektor zum Vektor x leistet. Dies liefert eine Zerlegung von x in orthogonale
Komponenten:

x = x1e1 + x2e2 = 〈x|e1〉e1 + 〈x|e2〉e2.

Ist nun y ein beliebiger Vektor der Länge 1, so kann man in einem geeigneten
Koordinatensystem annehmen, dass y = e1 gilt. Wir stellen somit fest:

Bemerkung 4.4 Für einen Vektor y der Länge 1 gibt das Skalarprodukt 〈x|y〉 die
Länge der senkrechten Projektion von x auf die y-Achse an. Sind y1, y2 zwei senk-
recht aufeinanderstehende Vektoren der Länge 1 (z.B. yi = ei), so lässt sich x
mittels des Skalarproduktes in seine orthogonalen Komponenten bzgl. der Basis
{y1, y2} zerlegen:

x = 〈x|y1〉y1 + 〈x|y2〉y2.
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Diese letzte Eigenschaft erlaubt uns, die Darstellung von x in einer geeigneten
Basis allein durch das Berechnen von Skalarprodukten zu ermitteln. Besonders
interessant ist dies im Falle unendlicher Dimension, in dem man eine solche Dar-
stellung nicht durch das Lösen linearer Gleichungssysteme erhalten kann.

In den folgenden Abschnitten 4.2 und 4.3 gelangen wir über die Eigenschaften
(4.3), (4.2) und (4.5) zu einer abstrakten Definition von Skalarprodukten. Zu-
nächst werden wir dazu den Begriff der Bilinearität von einem sehr allgemeinen
Standpunkt aus untersuchen.

4.2 Bilinearformen

In diesem Abschnitt seiK ein Körper und V einK-Vektorraum.

Definition 4.5 Eine Abbildung s : V × V → K heißt Bilinearform, falls für alle
x, y, z ∈ V und alle λ ∈ K gilt:

s(x + y, z) = s(x, z) + s(y, z),
s(x, y + z) = s(x, y) + s(x, z),

s(λx, y) = λs(x, y),
s(x, λy) = λs(x, y).

Es bezeichne Bil(V) die Menge der Bilinearformen auf V .

Bemerkung 4.6 Dass s eine Bilinearform ist, ist äquivalent dazu, dass für jedes
x ∈ V die Funktionen s(x, ·) : V → K und s(·, x) : V → K Linearformen sind.
Bil(V) ist mit der üblichen Addition und Skalarmultiplikation von Funktionen ein
K-Vektorraum.

Definition 4.7 Es sei s : V × V → K eine Bilinearform.

(a) s heißt symmetrisch, falls s(x, y) = s(y, x) gilt für alle x, y ∈ V .

(b) s heißt schiefsymmetrisch, falls s(x, y) = −s(y, x) gilt für alle x, y ∈ V .

(c) s heißt alternierend, falls s(x, x) = 0 gilt für alle x ∈ V .

Es bezeichne Sym(V) die Menge der symmetrischen Bilinearformen auf V .

Aufgabe 4.8 Jede alterniernde Bilinearform s ist schiefsymmetrisch. Falls die
Charakteristik von K nicht 2 ist, ist s genau dann alternierend, wenn s schief-
symmetrisch ist.
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Beispiel 4.9 (Bilinearformen)

(a) Das Standardskalarprodukt s = 〈·|·〉 im Rn ist eine symmetrische Bilinear-
form (vgl. Abschnitt 4.1).

(b) AufK2 ist durch
s(x, y) = det(x y)

eine alternierende Bilinearform gegeben.

(c) Auf dem Vektorraum C([a, b]) der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [a, b] ist durch

s( f , g) =

∫ b

a
f (t)g(t) dt

ist eine symmetrische Bilinearform gegeben.

(d) Jede Matrix A ∈ Kn×n definiert auf Kn eine Bilinearform durch die Vor-
schrift

sA(x, y) = x> · A · y.

In der Tat können alle Bilinearformen von Vektorräumen endlicher Dimension in
der Form von Beispiel 4.9 (d) dargestellt werden:

Hilfssatz 4.10 Es sei dim V = n und B = {b1, . . . , bn} eine Basis von V . Weiter
sei s : V × V → K eine Bilinearform. Wir setzen si j = s(bi, b j) und definieren die
Matrix

S B(s) =


s11 · · · s1n
...

. . .
...

sn1 · · · snn

 ∈ Kn×n. (4.6)

Dann gilt
s(x, y) = ΘB(x)> · S B(s) · ΘB(y). (4.7)

B: Beide Seiten der Gleichung (4.6) sind bilinear. Es genügt also, die Gleich-
heit für Basisvektoren x = bi, y = b j zu zeigen. Es gilt

ΘB(bi) = ei.

Also ist

ΘB(bi)> · S B(s) · ΘB(b j) = e>i · S B(s) · e j = si j = s(bi, b j),

wie behauptet. �
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Aufgabe 4.11 Für gegebene Basis B ist die Abbildung

S B : Bil(V)→ Kn×n, s 7→ S B(s)

bijektiv und sogar ein Isomorphismus vonK-Vektorräumen.

Beispiel 4.12 (Matrizen von Bilinearformen) Es sei B die Standardbasis vonKn.

(a) Für das Standardskalarprodukt im Rn gilt 〈ei|e j〉 = δi j. Also ist

S B(〈·|·〉) = In.

(b) In Beispiel 4.9 (b) gilt

s(e1, e1) = 0 = s(e2, e2), s(e1, e2) = 1, s(e2, e1) = −1.

Also ist

S B(s) =

(
0 1
−1 0

)
.

Hilfssatz 4.13 Es sei dim V = n und B eine beliebige Basis von V . Weiter sei s
eine Bilinearform auf V und S = S B(s).

(a) s ist genau dann symmetrisch, wenn S eine symmetrische Matrix ist (d.h.
S = S >).

(b) s ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn S eine schiefsymmetrische Ma-
trix ist (d.h. S = −S >).

B:

(a) s symmetrisch genau dann, wenn si j = s ji gilt in (4.6). Dies ist äquivalent
zu S = S >.

(b) s schiefsymmetrisch genau dann, wenn si j = −s ji gilt in (4.6). Dies ist äqui-
valent zu S = −S >. �

Sind für eine Bilinearform s die Matrizen S B(s) und S C(s) für zwei Basen B,C
von V gegeben, so können wir ähnlich wie bei den Abbildungsmatrizen von End-
morphismen S C(s) bestimmen, wenn wir S B(s) kennen.

Satz 4.14 Es sei dim V = n und es seien B,C Basen von V . Für jede Bilinearform
s : V × V → K gilt

S C(s) = (MC
B )> · S B(s) · MC

B . (4.8)

Hier bezeichnet MC
B = MC

B (idV) die Übergangsmatrix für den Basiswechsel von
der Basis C zur Basis B.
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B: Für alle x ∈ V gilt ΘC(x) = MB
C · ΘB(x).

Also gilt nach (4.7) für alle x, y ∈ V:

ΘB(x)> · S B(s) · ΘB(y) = s(x, y) = ΘC(x)> · S C(s) · ΘC(y)

= (MB
C · ΘB(x))> · S C(s) · (MB

C · ΘB(y))

= ΘB(x)> · (MB
C)> · S C(s) · MB

C · ΘB(y).

Wegen der Eindeutigkeit von S B(s) folgt S B(s) = (MB
C)> · S C(s) · MB

C . �

Bemerkung 4.15 Man beachte, dass im Allgemeinen

(MB
C)> , (MB

C)−1 = MC
B

gilt! Der Basiswechsel für Bilinearformen ist also anders zu berechnen als der
Basiswechsel für lineare Abbildungen (in der Tat ist jener leichter zu berechnen,
da man MB

C lediglich transponieren und nicht invertieren muss).

Definition 4.16 Eine Bilinearform s ∈ Sym(V) heißt ausgeartet, falls x0 ∈ V ,
x0 , 0, existiert, so dass gilt

s(x0, x) = 0 für alle x ∈ V. (4.9)

Andernfalls heißt s nicht ausgeartet.

Aufgabe 4.17 Es sei dim V < ∞. Es ist s ∈ Sym(V) genau dann nicht ausgeartet,
wenn für alle x ∈ V die Abbildungen

s1,x : V → V?, x 7→ s(x, ·),
s2,x : V → V?, x 7→ s(·, x)

Isomorphismen sind.

Beispiel 4.18 In Beispiel 4.9 sind alle Bilinearformen nicht ausgeartet. Ein nicht-
triviales Beispiel für eine ausgeartete Bilinearform auf R2 ist

s(x, y) = x> ·
(
1 0
0 0

)
· y.

Definition 4.19 Es sei s ∈ Sym(V). Die Menge

Rad s = {x0 ∈ V | s(x0, x) = 0 für alle x ∈ V} (4.10)

heißt das Radikal (oder der Kern) von s.
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Bemerkung 4.20 Offensichtlich ist s ∈ Sym(V) genau dann nicht ausgeartet,
wenn Rad s = {0} gilt.

Hilfssatz 4.21 Ist S B(s) eine Matrix für s ∈ Sym(V), so gilt

ΘB(Rad s) = Kern S B(s).

B: Ist x0 ∈ Rad s, so gilt e>i · S B(s) · ΘB(x0) = 0 für alle Einheitsvektoren ei.
Also ist S B(s) · ΘB(x0) = 0.

Gilt umgekehrt S B(s) ·v = 0 für ein v ∈ Kn, so ist s(x,Θ−1
B (v)) = ΘB(x)> ·S B(s) ·v =

0 für alle x ∈ V . Also ist Θ−1
B (v) ∈ Rad s. �

Folgerung 4.22 s ∈ Sym(V) ist genau dann nicht ausgeartet, wenn S B(s) ∈ GLn(K).

4.3 Euklidische Vektorräume

Um zu einer abstrakten Definition von Skalarprodukten zu gelangen, ergänzen
wir den Begriff der Bilinearform nun um die den Eigenschaften (4.2) und (4.5)
enstprechenden Begriffe.

Definition 4.23 Es sei V einR-Vektorraum. Eine Bilinearform s ∈ Sym(V) heißt
positiv definit, falls für alle x ∈ V , x , 0, gilt

s(x, x) > 0.

Ein Skalarprodukt 〈·|·〉 auf V ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

Definition 4.24 Ein euklidischer Vektorraum (V, 〈·|·〉) ist ein R-Vektorraum V
zusammen mit einem Skalarprodukt 〈·|·〉 : V × V → R.

Bemerkung 4.25

(a) Beachte, dass wegen der Bilinearität stets s(0, 0) = 0 gilt.

(b) Wir beschränken uns bei der Definition von Skalarprodukten aufR-Vektor-
räume, da die positive Definitheit nur Sinn ergibt, wenn der zugrundelie-
gende Skalarkörper geordnet ist.4)

(c) Neben der Schreibweise 〈x|y〉 ist auch die Schreibweise 〈x, y〉 in der Mathe-
matik weit verbreitet. Gelegentlich wird das Standardskalarprodukt im Rn

mit einem Punkt geschrieben: x · y.
4)In Abschnitt 4.5 werden wir ausnutzen, dass R ein Teilkörper von C ist, um auch in kom-

plexen Vektorräumen Skalarprodukte zu definieren.
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(d) Die Schreibweise 〈x|y〉 wurde von Dirac als Bra-Ket-Notation (von engl.
bracket) in der Quantenphysik eingeführt. Dirac interpretiert dabei einen
Vektor y ∈ V als Ket-Vektor |y〉 und bezeichnet die Linearform x 7→ 〈x|·〉
aus V? als Bra-Vektor 〈x|. Das Anwenden der Linearform 〈x| auf den Vektor
|y〉 liefert dann gerade den Wert des Skalarprodukts 〈x|y〉.

Beispiel 4.26 (Euklidische Vektorräume)

(a) Der Rn mit dem Standardskalarprodukt ist ein euklidischer Vektorraum
(dass das Standardskalarprodukt ein Skalarprodukt im Sinne von Definition
4.23 ist, ergibt sich sofort aus den Überlegungen in Abschnitt 4.1).

(b) Im Rn ist für jede Matrix A ∈ Rn×n durch sA(x, y) = x> · A · y eine Bilinear-
form gegeben. Wir überlegen, welche Eigenschaften die Matrix A besitzen
muss, damit sA ein Skalarprodukt ist: Zunächst muss A nach Hilfssatz 4.13
eine symmetrische Matrix sein. Positive Definitheit bedeutet

sA(x, x) = x> · A · x > 0

für alle x ∈ Rn, x , 0.

Die Beobachtung im letzten Beispiel veranlasst uns zu folgender Definition:

Definition 4.27 Eine symmetrische Matrix S ∈ Rn×n heißt positiv definit, falls
für alle x ∈ Rn, x , 0, gilt:

x> · S · x > 0. (4.11)

Die Bedingung (4.11) direkt nachzuprüfen ist in der Regel sehr schwer. In Ab-
schnitt 5.5 lernen wir einige Kriterien kennen, mit denen man eine symmetrische
Matrix leicht auf positive Definitheit prüfen kann.

Hilfssatz 4.28 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum.

(a) 〈·|·〉 ist nicht ausgeartet.

(b) Ist dim V < ∞ mit Basis B, so ist die Matrix S = S B(〈·|·〉) symmetrisch,
positiv definit und invertierbar.

(c) Alle Eigenwerte der Matrix S aus (b) sind positiv.

B:

(a) Wegen der positiven Definitheit ist Rad〈·|·〉 = {0}.
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(b) Ergibt sich aus Hilfssatz 4.13, Beispiel 4.26 (b) und Teil (a) zusammen mit
Folgerung 4.22.

(c) Sei λ Eigenwert von S mit Eigenvektor x ∈ Rn. Dann gilt

0 < x> · S · x = x> · (λ · x) = λ · x> · x︸︷︷︸
>0

.

Das bedeutet λ > 0. �

Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir noch ein Standardbeispiel eines Ska-
larprodukts in Funktionsvektorräumen von unendlicher Dimension.

Beispiel 4.29 Der Vektorraum C([a, b]) der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a, b] ist ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt

〈 f |g〉 =

∫ b

a
f (t)g(t)dt. (4.12)

Aus Beispiel 4.9 (c) wissen wir bereits, dass dies eine symmetrische Bilinearform
ist. Sie ist auch positiv definit: Es ist

∫ b

a
f (t)2dt ≥ 0 für alle f ∈ C([a, b]), da

f (t)2 ≥ 0 ist für alle t ∈ [a, b]. Falls f , 0 ist, so ist f (t0)2 > 0 an einer Stelle t0 ∈
(a, b). Aus der Definition der Stetigkeit folgt, dass f (t)2 > 0 in einer geeigneten
Umgebung [t0 − δ, t0 + δ] von t0 gilt (mit δ > 0). Dann gilt aber

〈 f | f 〉 =

∫ b

a
f (t)2dt ≥

∫ t0+δ

t0−δ
f (t)2dt ≥ 2δmin{ f (t)2 | t ∈ [t0 − δ, t0 + δ]} > 0.

Somit ist 〈·|·〉 in der Tat ein Skalarprodukt.

Wir wollen nun noch heuristisch verstehen, wieso man (4.12) als die Entspre-
chung des Standardskalarprodukts im Rn auf Funktionsvektorräumen auffassen
kann: Ein Element x ∈ Rn ist durch seine Koeffizienten x1, . . . , xn festgelegt. Eine
andere Sichtweise auf x ist es, x als Funktion x : {1, . . . , n} → R aufzufassen, die
der Zahl i gerade den Wert des Koeffizienten xi zuweist: x(i) = xi. Das Standards-
kalarprodukt zweier Vektoren x, y ∈ Rn ist dann

〈x|y〉 =

n∑
i=1

x(i)y(i),

die Summe über das Produkt der Funktionswerte von x und y, ausgewertet an
allen Elementen von {1, . . . , n}. Betrachten wir nun anstelle der endlichen Menge
{1, . . . , n} das Intervall[a, b] und die Funktionen darauf, so entspricht der endlichen
Summe

∑n
i=1 wegen der Überabzählbarkeit von [a, b] das Integral

∫ b

a
. Auf diese

Weise führt uns das Standardskalarprodukt auf (4.12).
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4.4 Normen, Winkel und Orthogonalität

Normen verallgemeinern den elementargeometrischen Längenbegriff:

Definition 4.30 Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Funktion ‖ · ‖ : V → R heißt
Norm, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

(i) ‖x‖ > 0 für alle x ∈ V\{0} und ‖0‖ = 0.

(ii) ‖λ · x‖ = |λ| · ‖x‖ für alle x ∈ V und λ ∈ R.

(iii) ‖ · ‖ erfüllt die Dreiecksungleichung für alle x, y ∈ V:

‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖. (4.13)

Die Dreiecksungleichung bedeutet, dass die Summe zweier Seitenlängen eines
Dreiecks mindestens so groß ist wie die Länge der längsten Seite des Dreiecks.

x

y

x + y

Die positive Definitheit eines Skalarprodukts erlaubt es, in Analogie zu (4.4) einen
Längenbegriff für euklidische Vektorräume einzuführen.

Satz 4.31 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum. Dann ist durch

‖x‖ =
√
〈x|x〉 (4.14)

eine Norm auf V definiert.

B: Die Eigenschaft (i) folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts.
Die Eigenschaft (ii) folgt aus der Bilinearität:

‖λ · x‖ =
√
〈λx|λx〉 =

√
λ2〈x|x〉 =

√
λ2 ·

√
〈x|x〉 = |λ| · ‖x‖.

Für Eigenschaft (iii) verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (4.16), die
im Anschluss bewiesen wird:

〈x + y|x + y〉 = 〈x|x〉 + 2〈x|y〉 + 〈y|y〉
≤ 〈x|x〉 + 2‖x‖ · ‖y‖ + 〈y|y〉
= (‖x‖ + ‖y‖)2.

Wurzelziehen erhält ≤, und somit folgt die Dreiecksungleichung. �
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Satz 4.32 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektor-
raum. Für alle x, y ∈ V gilt:

〈x|y〉2 ≤ 〈x|x〉 · 〈y|y〉. (4.15)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.

B: Falls x = 0 oder y = 0 ist nichts zu zeigen. Also nehmen wir x , 0 und
y , 0 an. Es gilt

0 ≤
〈 x
‖x‖ ±

y

‖y‖
∣∣∣∣ x
‖x‖ ±

y

‖y‖
〉

=
〈x|x〉
‖x‖2︸︷︷︸

=1

+
〈y|y〉
‖y‖2︸︷︷︸

=1

±2
〈x|y〉
‖x‖ · ‖y‖ = 2 ± 2

〈x|y〉
‖x‖ · ‖y‖ . (∗)

Daraus folgt

∓ 〈x|y〉‖x‖ · ‖y‖ ≤ 1 bzw. ∓ 〈x|y〉 ≤ ‖x‖ · ‖y‖.
Quadrieren ergibt (4.15).

Sind x, y linear abhängig, so gilt y = λx für ein λ ∈ R. Dann ist

〈x|y〉2 = λ2〈x|x〉2 = λ2〈x|x〉〈x|x〉 = 〈x|x〉 · 〈λx|λx〉 = 〈x|x〉 · 〈y|y〉.
Umgekehrt nehmen wir nun an, es gelte Gleichheit in (4.15), also auch 〈x|y〉 =

‖x‖ · ‖y‖. Einsetzen in (∗) ergibt

0 ≤
〈 x
‖x‖ −

y

‖y‖
∣∣∣∣ x
‖x‖ −

y

‖y‖
〉

= 2 − 2 = 0.

Aus der positiven Definitheit folgt 0 = x
‖x‖ − y

‖y‖ bzw. x = ‖x‖
‖y‖y. �

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung wird auch in der folgenden Form angegeben:

〈x|y〉 ≤ ‖x‖ · ‖y‖. (4.16)

Bemerkung 4.33 Es gibt Normen, die nicht von der Form (4.14) sind, also nicht
zu einem Skalarprodukt gehören. Ein Beispiel hierfür ist die Maximumsnorm
auf dem Rn, gegeben durch

‖x‖max = max{x1, . . . , xn | xi Koeffizienten von x}.
Es lässt sich zeigen, dass eine Norm ‖ · ‖ genau dann zu einem Skalarprodukt
gehört, wenn alle x, y ∈ V die Parallelogrammgleichung erfüllen:

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.
Siehe dazu Werner [14], Satz V.1.7. In diesem Fall lässt sich das Skalarprodukt
durch die Norm ausdrücken. Dies nennen wir Polarisierung:

〈x|y〉 =
1
2

(‖x + y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2). (4.17)
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Aufgabe 4.34 Es sei S ∈ Rn×n eine symmetrische positiv definite Matrix mit
Einträgen si j. Dann gilt:

(a) Es ist s2
ik < siiskk für i , k.

(b) Es existiert ein k mit maxi, j |si j| = skk (d.h. der betragsgrößte Matrixeintrag
liegt auf der Diagonalen).

Können wir Längen bestimmen, so können wir auch Abstände bestimmen. Dazu
definieren wir den Abstand zweier Vektoren x, y als die Länge des Verbindungs-
vektors von x zu y.

Definition 4.35 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum, M eine Teilmenge
von V und x, y ∈ V . Der Abstand d(x, y) von x zu y ist

d(x, y) = ‖y − x‖ (4.18)

x

y

y − x

d(x, y) = ‖y − x‖

und der Abstand d(x, M) von x zu M ist

d(x,M) = inf{d(x, y) | y ∈ M}. (4.19)

x

M
y

d(x,M)
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Aufgabe 4.36 Es sei V = Rn und 〈·|·〉 das Standardskalarprodukt. Ist M ⊂ Rn

abgeschlossen, so ist das Infimum in (4.19) ein Minimum. Insbesondere gilt dies,
wenn M ein Untervektorraum von V ist.

Aufgabe 4.37 Es seien x, y, z ∈ V . Aus den Eigenschaften der Norm schließt man
für den Abstand:

(i) d(x, y) > 0 falls x , y und d(x, y) = 0 falls x = y.

(ii) d(x, y) = d(y, x).

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Beispiel 4.38 In einem euklidischen Vektorraum (V, 〈·|·〉) nennen wir die Menge
aller Vektoren mit Abstand r von einem Punkt x0 ∈ V die Sphäre vom Radius r
mit Mittelpunkt x0, geschrieben

Sr(x0) = {x ∈ V | d(x, x0) = r}. (4.20)

Die Sphäre S1(0) heißt Einheitssphäre und ihre Elemente Einheitsvektoren (oder
normierte Vektoren). Im Fall V = Rn mit Standardskalarprodukt 〈·|·〉 nennen wir
Sr(0) die n − 1-Sphäre5) vom Radius r, geschrieben

Sn−1
r = {x ∈ Rn | ‖x‖ = r}. (4.21)

Für die Einheitssphäre im Rn schreiben wir Sn−1 = Sn−1
1 .

α

x =
(
x1
x2

)
=

(
cos(α)
sin(α)

)
S1

e1

e2

5)Dass man hier n − 1 statt n wählt liegt daran, dass die Punkte auf Sn−1
r bereits durch n − 1

Polarkoordinaten eindeutig festgelegt sind. In diesem Sinne ist Sn−1
r ein „n − 1-dimensionales“

Gebilde.
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Ein Skalarprodukt auf V ermöglicht es nicht nur, Längen in V zu definieren, son-
dern auch Winkel. In diesem Sinne enthält ein Skalarprodukt mehr Information
als eine Norm.

Betrachten wir zunächst wieder die vertraute Situation im R2. Gegeben sei ein
Dreieck mit Seitenlängen A, B,C und entsprechenden Innenwinkeln α, β, γ.

A

B

C

α

β

γ

Mit Hilfe des elementargeometrischen Cosinussatzes

A2 + B2 − 2AB cos(γ) = C2. (4.22)

können wir den Winkel γ in Abhängigkeit von den Seitenlängen angeben:

cos(γ) =
A2 + B2 −C2

2AB
. (4.23)

Wir können also Winkel allein durch Längen ausdrücken. Die Längen wiederum
können wir durch die Norm ‖ · ‖ des Standardskalarprodukts des R2 ausdrücken.
Dazu nehmen wir an, der Eckpunkt des Dreiecks beim Winkel γ sei der Ursprung,
und wir wählen Vektoren a, b ∈ R2 und c = b − a wie im folgenden Bild:

α

β

γ

a

b
0

c = b − a

Insbesondere gilt dann ‖a‖ = A, ‖b‖ = B, ‖c‖ = C, und γ ist der von den Vektoren
a, b eingeschlossene Winkel �(a, b). Setzen wir dies in (4.23) ein, so ergibt sich
wegen 〈c|c〉 = 〈b − a|b − a〉 = 〈b|b〉 − 2〈a|b〉 + 〈a|a〉:

cos(γ) =
〈a|a〉 + 〈b|b〉 − 〈b − a|b − a〉

2‖a‖ · ‖b‖ =
〈a|b〉
‖a‖ · ‖b‖ . (4.24)
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Da wir in jedem abstrakten euklidischen Vektorraum über die Norm einen Längen-
begriff haben, können wir (4.24) als definierende Gleichung für den Cosinus des
Winkels nehmen (die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (4.16) gewährleistet dabei,
dass | cos(γ)| ≤ 1 gilt):

Definition 4.39 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum und x, y ∈ V , x , 0,
y , 0. Der von x und y eingeschlossene Winkel ist die eindeutig bestimmte Zahl�(x, y) ∈ [0, π] mit

cos(�(x, y)) =
〈x|y〉
‖x‖ · ‖y‖ . (4.25)

Aufgabe 4.40 Für alle x, y ∈ V\{0} und λ, µ ∈ R× gilt:

(a) �(x, y) = �(y, x).

(b) �(λx, µy) =

{ �(x, y), λµ > 0
π −�(x, y), λµ < 0 .

(c) �(x, y) = 0 genau dann, wenn y = αx für ein α > 0.

(d) �(x, y) = π genau dann, wenn y = αx für ein α < 0.

x

y

!(x, y)π −!(x, y)

−x

Wie in Abschnitt 4.1 erläutert, lässt sich das Skalarprodukt 〈x|y〉 (und somit der
Winkel) als Maß der Komponente in x-Richtung von y auffassen.

Definition 4.41 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum. Zwei Vektoren x, y ∈
V heißen orthogonal (oder senkrecht), falls 〈x|y〉 = 0 gilt, geschrieben x ⊥ y.
Zwei Teilmengen M1,M2 ⊂ V heißen orthogonal, M1 ⊥ M2, falls x1 ⊥ x2 gilt für
alle x1 ∈ M1, x2 ∈ M2.
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x

y

!(x, y) =
π

2

x ⊥ y bedeutet zugleich cos(�(x, y)) = 0, was wiederum �(x, y) = π
2 bedeutet.

Dies deckt sich mit unserer Anschauung, dass zwei Vektoren senkrecht aufeinan-
der stehen, wenn sie den Winkel π

2 (= 90◦) einschließen.

Beispiel 4.42 (Orthogonale Vektoren)

(a) In jedem euklidischen Vektorraum gilt 0 ⊥ x für alle x.

(b) Im R3 mit Standardskalarprodukt sind die beiden Vektoren

x =

123
 , y =

−2
1
0


orthogonal. Es gilt nämlich

〈x|y〉 = x> · y = 1 · (−2) + 2 · 1 + 3 · 0 = −2 + 2 = 0.

(c) Im Rn mit Standardskalarprodukt sind je zwei verschiedene Elemente ei, e j

der Standardbasis orthogonal.

(d) Im Vektorraum C([0, 2π]) mit Skalarprodukt (4.12) sind für m, n ∈ N die
Funktionen cos(mt) und sin(nt) orthogonal, d.h. es gilt

〈cos(m·)| sin(n·)〉 =

∫ 2π

0
cos(mt) sin(nt)dt = 0.

In Kapitel 5 werden wir Systeme von orthogonalen Vektoren untersuchen.

Satz 4.43 (Pythagoras) Für Elemente x, y eines euklidischen Vektorraumes gilt
x ⊥ y genau dann, wenn

‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2. (4.26)
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B: Es ist

‖x + y‖2 = 〈x + y|x + y〉
= 〈x|x〉 + 〈x|y〉 + 〈y|x〉 + 〈y|y〉
= ‖x‖2 + 2〈x|y〉 + ‖y‖2.

Also gilt (4.26) genau dann, wenn 〈x|y〉 = 0, d.h. x ⊥ y. �

Aus der Motivation für die Definition des Winkels ergibt sich direkt, dass auch
der folgende Satz gilt:

Satz 4.44 (Cosinussatz) Für Elemente x, y eines euklidischen Vektorraumes gilt

‖x − y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x‖ · ‖y‖ cos(�(x, y)). (4.27)

4.5 Unitäre Vektorräume

Wir wollen nun den Ansatz, einen Vektorraum V vermöge eines Skalarprodukts
mit einer geometrischen Struktur auszustatten, auch auf C-Vektorräume über-
tragen. Dafür können wir jedoch nicht die Definition des Skalarprodukts unver-
ändert übernehmen: Ist etwa V = C2 und betrachten wir das „Standardskalar-
produkt“

x> · y = x1y1 + x2y2

für x, y ∈ C2, so ist dies zwar symmetrisch und bilinear, aber aufgrund möglicher
imaginärer Einträge kann die positive Definitheit verletzt werden. Für

x =

(
1
i

)
∈ C2

ist beispielsweise
x> · x = x2

1 + x2
2 = 12 + i2 = 0.

Durch eine kleine Modifikation kann man aber positive Definitheit erreichen. Da-
zu definiert man das Standardskalarprodukt auf C2 durch

〈x|y〉 = x> · y = x1y1 + x2y2.

Da ζζ = |ζ |2 ∈ R für alle komplexen Zahlen ζ ∈ C, ist dies positiv definit:

〈x|x〉 = x> · x = x1x1 + x2x2 = |x1|2 + |x2|2 ≥ 0

und „= 0“ nur dann, wenn x = 0. Allerdings ist 〈·|·〉 nur noch im ersten Argument
linear, im zweiten Argument gilt

〈x|y + λz〉 = 〈x|y〉 + λ〈x|z〉.
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Dies bezeichnen wir als sesquilinear („11
2 fach linear“). Auch die Symmetrie ist

verlorengegangen. Es gilt stattdessen

〈x|y〉 = x1y1 + x2y2 = y1x1 + y2x2 = 〈y|x〉.
Definition 4.45 Es sei V einC-Vektorraum. Eine Abbildung s : V×V → C heißt
sesquilinear6), falls für alle x, y, z ∈ V und λ ∈ C gilt:

s(x + y, z) = s(x, z) + s(y, z),
s(λx, y) = λs(x, y),

s(x, y + z) = s(x, y) + s(x, z),

s(x, λy) = λs(x, y).

Eine Sesquilinearform s heißt hermitesch, falls für alle x, y ∈ V gilt:

s(x, y) = s(y, x).

Definition 4.46 Es sei V ein C-Vektorraum. Eine hermitesche Sesquilinearform
s : V × V → C heißt positiv definit, falls für alle x ∈ V , x , 0, gilt

s(x, x) > 0.

Ein unitäres Skalarprodukt 〈·|·〉 ist eine positiv definite hermitesche Sesqui-
linearform.

Definition 4.47 Ein unitärer Vektorraum (V, 〈·|·〉) ist ein C-Vektorraum V zu-
sammen mit einem unitären Skalarprodukt 〈·|·〉.
Beispiel 4.48 (Unitäre Vektorräume) Die Beispiele können als „Komplexifizie-
rung“ der enstprechenden euklidischen Beispiele aufgefasst werden:

(a) Cn ist ein unitärer Vektorraum mit dem (unitären) Standardskalarprodukt

〈x|y〉 = x> · y = x1y1 + . . . + xnyn. (4.28)

(b) Der Vektorraum C([a, b],C) der stetigen C-wertigen Funktionen auf dem
Intervall [a, b] ist unitär mit dem Skalarprodukt

〈 f |g〉 =

∫ b

a
f (t)g(t)dt. (4.29)

6)Sesquilinearformen spielen in der theoretischen Physik eine große Rolle. Dort wird Sesqui-
linearität überlicherweise jedoch so definiert, dass s im zweiten Argument linear ist und im ersten
Argument s(λx, y) = λs(x, y) gilt.
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Die Resultate über euklidische Vektorräumen lassen sich auf unitäre Vektorräume
übertragen, wenn man ihre Beweise so anpasst, dass sie die Sesquilinearität be-
rücksichtigen, und gelegentlich einen Ausdruck z2 durch |z|2 ersetzt. Wir führen
sie daher ohne ausführliche Begründungen auf.

Satz 4.49 Es sei (V, 〈·|·〉) ein unitärer Vektorraum der Dimension n. Weiter sei
B = {b1, . . . , bn} eine Basis von V und S ∈ Cn×n die Matrix mit Einträgen

si j = 〈bi|b j〉.
Dann gilt für alle x, y ∈ V:

〈x|y〉 = ΘB(x)> · S · ΘB(y). (4.30)

Desweiteren gilt S ∈ GLn(C) und

S
>

= S . (4.31)

Matrizen mit der Eigenschaft (4.31) heißen hermitesch.

Bemerkung 4.50 Jede hermitesche Matrix S ∈ GLn(C) definiert ein unitäres
Skalarprodukt auf Cn durch

〈x|y〉 = x> · S · y.
Bemerkung 4.51 Eine reelle symmetrische Matrix S ∈ GLn(R) ist insbesondere
hermitesch, da S = S > = S

>
gilt.

Satz 4.52 Es sei (V, 〈·|·〉) ein unitärer Vektorraum. Dann ist durch

‖x‖ =
√
〈x|x〉 (4.32)

eine Norm auf V definiert.

Durch die Norm können wir Abstände in V wie in Definition 4.35 definieren.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt, wenn 〈x|y〉2 durch |〈x|y〉|2 ersetzt wird:

Satz 4.53 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es sei (V, 〈·|·〉) ein unitärer Vektor-
raum. Für alle x, y ∈ V gilt:

|〈x|y〉|2 ≤ 〈x|x〉 · 〈y|y〉. (4.33)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhängig sind.
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Orthogonalität x ⊥ y wird wieder durch 〈x|y〉 = 0 definiert.

Satz 4.54 (Pythagoras) Es seien x, y Elemente eines unitären Vektorraumes. Gilt
x ⊥ y, so folgt

‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖2. (4.34)

Im Folgenden sprechen wir von einem Vektorraum mit Skalarprodukt, wenn V
entweder ein euklidischer oder unitärer Vektorraum ist.
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5 Orthogonalsysteme

5.1 Mengen orthogonaler Vektoren

Der Cosinus des Winkels γ zwischen zwei normierten Vektoren a, b ist gerade
〈a|b〉. Das Skalarprodukt misst also, wie „verschieden“ die Richtungen von a und
b sind. Dies ist konsistent mit der elementargeometrischen Beobachtung, dass die
Komponente von a in Richtung b gerade die Länge cos(γ) hat.

b

a

cos(γ)

sin(γ)

γ

Die Komponente senkrecht zu b hat die Länge sin(γ). Wie im Falle des Standard-
skalarprodukts aus Abschnitt 4.1 liefert das Skalarprodukt somit eine Zerlegung
von a in seine Komponenten parallel zu b und senkrecht zu b. Ist b⊥ ein Einheits-
vektor senkrecht zu b, so gilt

a = cos(γ)b + sin(γ)b⊥ = 〈a|b〉b + 〈a|b⊥〉b⊥.

b

a

γ

cos(γ)b

b⊥

sin(γ)b⊥

Wir können b⊥ sogar bestimmen, indem wir von a seine Komponente parallel zu
b abziehen, a − 〈a|b〉b, und dann normieren:

b⊥ =
a − 〈a|b〉b
‖a − 〈a|b〉b‖ .

Wir wollen im Folgenden Systeme solcher paarweise orthogonaler Vektoren un-
tersuchen, insbesondere Basen, und welche geometrischen Informationen wir durch
sie gewinnen können.
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Hilfssatz 5.1 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und M ⊂ V\{0} eine
Menge, deren Elemente paarweise orthogonal zueinander seien (d.h. 〈x|y〉 = 0 für
alle x, y ∈ M). Dann ist M linear unabhängig. Insbesondere ist M endlich, falls
dim V < ∞.

B: Es seien x1, . . . , xm verschiedene Elemente aus M und λ1, . . . , λm ∈ R
(oder ∈ C), so dass gilt

λ1x1 + . . . + λmxm = 0.

Nach Voraussetzung gilt für alle i = 1, . . . ,m:

0 = 〈λ1x1 + . . .+ λmxm|xi〉 = λ1〈x1|xi〉+ . . .+ λi〈xi|xi〉+ . . .+ λm〈xm|xi〉 = λi〈xi|xi〉.
Und da 〈xi|xi〉 > 0, folgt λi = 0. Somit ist M linear unabhängig. �

Es stellt sich nun die Frage, ob man in V eine ganze Basis bestehend aus paarweise
orthogonalen Vektoren finden kann. Im Falle endlicher Dimension werden wir
eine solche Basis im folgenden Abschnitt 5.2 konstruieren.

Definition 5.2 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine Basis B von V
heißt Orthogonalbasis, falls b1 ⊥ b2 gilt für alle verschiedenen b1, b2 ∈ B. Gilt
zusätzlich ‖b‖ = 1 für alle b ∈ B, so sprechen wir von einer Orthonormalbasis.

Definition 5.3 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und M ⊂ V eine Teil-
menge. Dann heißt

M⊥ = {x ∈ V | x ⊥ M} (5.1)

das orthogonale Komplement von M in V .

Hilfssatz 5.4 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und N ⊆ M ⊆ V Teil-
mengen , ∅. Es gilt:

(a) N⊥ ⊇ M⊥.

(b) M⊥ ist ein Untervektorraum von V .

(c) [M]⊥ = M⊥.

(d) [M] ⊆ (M⊥)⊥.

(e) Ist dim V = n und U ein Untervektorraum, so gilt dim U⊥ = n − dim U,

V = U ⊕ U⊥ (5.2)

und (U⊥)⊥ = U.
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B:

(a) Sei x ∈ M⊥. Da x ⊥ y für alle y ∈ M, gilt insbesondere x ⊥ z für alle z ∈ N.
Also ist x ∈ N⊥.

(b) Es ist 0 ∈ M⊥, also M , ∅. Für x1, x2 ∈ M⊥ und λ ∈ R (oder ∈ C) gilt für
alle y ∈ M:

〈x1 + λx2|y〉 = 〈x1|y〉 + λ〈x2|y〉 = 0 + λ · 0 = 0.

Also ist x1 + λx2 ∈ M⊥.

(c) Nach Teil (a) gilt [M]⊥ ⊆ M⊥.

Sei nun x ∈ M⊥ und y = λ1y1 + . . . + λkyk für y1, . . . , yk ∈ M. Dann gilt

〈y|x〉 = λ1〈y1|x〉 + . . . + λk〈yk|x〉 = 0.

Also ist x ∈ [M]⊥. Folglich gilt auch M⊥ ⊆ [M]⊥.

(d) Folgt aus der Rechnung in Teil (c).

(e) Ist x ∈ U ∩ U⊥, so gilt 〈x|x〉 = 0. Wegen der positiven Definitheit ist x = 0.

Es sei b1, . . . , bk eine Basis von U. Nun bedeutet y ⊥ U, dass y eine Lösung
des homogenen linearen Gleichungssystems

〈b1|y〉 = 0, . . . , 〈bk|y〉 = 0

ist. Dieses lineare Gleichungssystem besteht aus k linear unabhängigen Glei-
chungen und hat somit einen n − k-dimensionalen Lösungsraum. Nach De-
finition ist dieser Lösungsraum U⊥. Es folgt (5.2). Des Weiteren gilt U ⊆
(U⊥)⊥ und dim(U⊥)⊥ = n − dim U⊥ = n − (n − k) = k. Also U = (U⊥)⊥. �

Aufgabe 5.5 Für Teilmengen M1,M2 und Untervektorräume U1,U2 eines Vektor-
raums V mit Skalarprodukt gilt:

(a) (M1 ∪ M2)⊥ = M⊥
1 ∩ M⊥

2 .

(b) (U1 ∩ U2)⊥ ⊇ U⊥1 + U⊥2 .

(c) Im Falle endlicher Dimension gilt Gleichheit in (b).
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Bemerkung 5.6 Der Beweis von Hilfssatz 5.4 (e) zeigt insbesondere, dass U⊥ als
Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

〈b1|y〉 = 0, . . . , 〈bk|y〉 = 0

eindeutig bestimmt ist. So kann man zu einem gegebenen Untervektorraum U ⊂ V
beliebig viele Komplementärräume W mit W ⊕ U = V finden, aber nur einen
einzigen, der senkrecht auf U steht.

U

U⊥
W

0

Beispiel 5.7 (Orthogonales Komplement) Es sei 〈·|·〉 das Standardskalarprodukt
des R4. Die Vektoren

u1 =


1
−1
1
0

 , u2 =


0
1
0
0

 ∈ R4

spannen den Untervektorraum U = [u1, u2] im R4 auf. Die Elemente y des ortho-
gonalen Komplements U⊥ müssen die Gleichungen

〈u1|y〉 = u>1 · y = 0,
〈u2|y〉 = u>2 · y = 0

erfüllen. Ausgeschrieben ist dies das lineare Gleichungssystem

(
1 −1 1 0
0 1 0 0

)
·


y1

y2

y3

y4

 =

(
0
0

)
.
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Der Lösungsraum dieses Systems ist

U⊥ =
[

1
0
−1
0

 ,

0
0
0
1


]
.

5.2 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Ist C = {c1, . . . , ck} eine Menge von linear unabhängigen Vektoren in einem Vek-
torraum V mit Skalarprodukt, so können wir aus den ci eine Menge von paarweise
orthogonalen und normierten Vektoren B = {b1, . . . , bk} konstruieren, die den sel-
ben Untervektorraum aufspannen wie c1, . . . , ck.

Wir illustrieren das Konstruktionsverfahren zunächst am Beispiel C = {c1, c2}.

c2

c1

Im ersten Schritt wählt man einen Vektor aus C, etwa c1, und normiert ihn. Dann
sei b1 = c1

‖c1‖ das erste Element der Menge B.

c2

c1b1 =
c1

‖c1‖

Nun konstruieren wir einen zu b1 orthogonalen Vektor, der in der linearen Hülle
von b1, c2 liegt. Dazu erinnern wir uns, dass 〈b1|c2〉b1 die Komponente von c2 in
Richtung des Vektors b1 ist.
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c2

b1 〈b1|c2〉b1

Wenn wir diese Komponente von c2 abziehen, so erhalten wir einen Vektor b̃2 =

c2 − 〈b1|c2〉b1, dessen Komponente in b1-Richtung 0 ist. Das bedeutet b̃2 ⊥ b1.

c2

b1

c2 − 〈b1|c2〉b1 = b̃2

Schließlich normieren wir den Vektor b̃2 zu b2 = b̃2
‖b̃2‖ .

b1

b̃2

b̃2

‖b̃2‖
= b2

So erhalten wir die gesuchte Menge B = {b1, b2}.

b1

b2
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Der folgende Algorithmus erweitert dieses Verfahren auf Mengen mit k Vektoren:

Algorithmus 5.8 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Es sei V ein Vektorraum
mit Skalarprodukt, C = {c1, . . . , ck} eine Menge linear unabhängiger Vektoren in V
und U = [C] der von den ci aufgespannte Untervektorraum. Berechne eine Menge
paarweise orthogonaler Vektoren B̃ = {b̃1, . . . , b̃k} nach folgender Vorschrift:

(i) Setze
b̃1 = c1.

(ii) Für r = 2, . . . , k setze

b̃r = cr −
r−1∑
i=1

〈cr|b̃i〉
〈b̃i|b̃i〉

b̃i (5.3)

Dann gilt [B̃] = [C], d.h. B̃ ist eine Orthogonalbasis des Untervektorraums U.
Normieren der b̃i liefert eine Orthonormalbasis B = {b1, . . . , bk} von U:

(iii) Für r = 1, . . . , k setze

br =
b̃r

‖b̃r‖
. (5.4)

B: Der Beweis erfolgt durch Induktion über k. Als Induktionsvoraussetzung
können wir [c1, . . . , ck−1] = [b̃1, . . . , b̃k−1] annehmen, und dass b̃i ⊥ b̃ j gilt für
1 ≤ i , j ≤ k − 1. Nun folgt

b̃k = ck −
k−1∑
i=1

〈b̃i|ck〉
〈b̃i|b̃i〉

b̃i︸        ︷︷        ︸
∈[c1,...,ck−1]

∈ [c1, . . . , ck].

Lösen wir (5.3) nach cr auf, so finden wir

cr = b̃r +

r−1∑
i=1

〈b̃i|cr〉
〈b̃i|b̃i〉

b̃i ∈ [b̃1, . . . , b̃r] ⊂ [b̃1, . . . , b̃k].

Somit gilt [B̃] = [C] = U. Da C linear unabhängig ist und B̃ ebenfalls eine
Erzeugermenge mit k Elementen ist, ist auch B̃ linear unabhängig. Es bleibt zu
zeigen, dass b̃r ⊥ b̃k für r < k gilt:

〈b̃r|b̃k〉 = 〈b̃r|ck〉 −
k−1∑
i=1

〈b̃i|ck〉
〈b̃i|b̃i〉

〈b̃i|b̃r〉︸︷︷︸
=0 für i,r

= 〈b̃r|ck〉 − 〈b̃r|ck〉
〈b̃r|b̃r〉

〈b̃r|b̃r〉 = 0.

Somit ist B̃ eine Orthogonalbasis von U. Es folgt sofort, dass B eine Ortho-
normalbasis von U ist. �
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Satz 5.9 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V < ∞. Jede Teil-
menge orthogonaler Vektoren von V lässt sich zu einer Orthogonalbasis von V
ergänzen. Es existiert eine Orthonormalbasis {b1, . . . , bn} von V , und jedes x ∈ V
wird in dieser Basis wie folgt dargestellt:

x = 〈x|b1〉b1 + . . . + 〈x|bn〉bn. (5.5)

B: Jede Teilmenge orthogonaler Vektoren ist linear unabhängig, lässt sich
also zu einer Basis von V ergänzen. Aus dieser Basis kann man mit dem Gram-
Schmidt-Verfahren eine Orthonormalbasis {b1, . . . , bn} konstruieren.

Ist x = λ1b1 + . . . λnbn, so gilt

〈x|b1〉 = λ1〈b1|b1〉 + λ2〈b2|b1〉 + . . . + λn〈bn|b1〉 = λ1,

und entsprechend λi = 〈x|bi〉 für i = 2, . . . , n. �

Folgerung 5.10 Es seien C, B̃ Basen von U wie in Algorithmus 5.8. Die Basis-
wechselmatrix MC

B̃
ist eine obere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen und

Einträgen in Zeile i, Spalte j:

〈b̃i|c j〉
〈b̃i|b̃i〉

für i < j

und 0 für i > j. Die Basiswechselmatrix MC
B ist eine obere Dreiecksmatrix mit

Einträgen ‖b̃1‖, . . . , ‖b̃k‖ auf der Diagonalen.

B: Aus (5.3) folgt für j = 2, . . . , k:

c j = b̃ j +
〈b̃ j−1|c j〉
〈b̃ j−1|b̃ j−1〉

b̃ j−1 + . . . +
〈b̃1|c j〉
〈b̃1|b̃1〉

b̃1.

Dies liefert die Darstellung der Vektoren aus C in der Basis B̃.

Die Basiswechselmatrix von B̃ zu B ist die Diagonalmatrix

M B̃
B =


‖b̃1‖ 0

. . .

0 ‖b̃k‖

 .
Daher ist MC

B = M B̃
B · MC

B̃
eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonaleinträgen

‖b̃1‖, . . . , ‖b̃k‖. �
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Beispiel 5.11 (Orthonormalbasis) Es sei 〈·|·〉 das Standardskalarprodukt desR4.
Die Vektoren

c1 =


1
−1
1
0

 , c2 =


0
1
0
0

 , c3 =


1
1
−1
0

 ∈ R4

spannen den Untervektorraum U = [c1, c2, c3] im R4 auf. Sie bilden jedoch keine
Orthogonalbasis von U. Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren bestimmen wir nun
eine Orthonormalbasis. Wähle

b̃1 = c1 =


1
−1
1
0

 .
Dann ist

b̃2 = c2 − 〈b̃1|c2〉
〈b̃1|b̃1〉

b̃1 =


0
1
0
0

 − (−1)
3
·


1
−1
1
0

 =
1
3
·


1
2
1
0

 ,
und

b̃3 = c3 − 〈b̃1|c3〉
〈b̃1|b̃1〉

b̃1 − 〈b̃2|c3〉
〈b̃2|b̃2〉

b̃2

=


1
1
−1
0

 − (−1)
3
·


1
−1
1
0

 − 2
3
· 3

2
· 1

3
·


1
2
1
0

 =


1
0
−1
0

 .
Die Basiswechselmatrix MC

B̃
aus Folgerung 5.10 ist

MC
B̃ =

1 −1
3 −1

3
0 1 1
0 0 1

 .
Durch Normieren von b̃1, b̃2, b̃3 erhalten wir eine Orthonormalbasis von U:

b1 =
1√
3
·


1
−1
1
0

 , b2 =
1√
6
·


1
2
1
0

 , b3 =
1√
2
·


1
0
−1
0

 .
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5.3 Orthogonalprojektionen

Nach Hilfssatz 5.4 (e) ist V = U ⊕ U⊥ für einen n-dimensionalen Vektorraum
V mit Untervektorraum U. Jedes x ∈ V lässt sich folglich in eindeutiger Weise
zerlegen in

x = u + u⊥ (5.6)

mit u ∈ U, u⊥ ∈ U⊥.

U⊥

x

u⊥

u

U

Ist {b1, . . . , bk} eine Orthonormalbasis von U, so können wir diese durch eine
Orthonormalbasis {bk+1, . . . , bn} von U⊥ zu einer Basis von V ergänzen. In die-
ser Basis lässt sich x wie folgt darstellen:

x = 〈x|b1〉b1 + . . . + 〈x|bk〉bk︸                         ︷︷                         ︸
∈U

+ 〈x|bk+1〉bk+1 + . . . + 〈x|bn〉bn︸                              ︷︷                              ︸
∈U⊥

.

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung gilt somit

u = 〈x|b1〉b1 + . . . + 〈x|bk〉bk, u⊥ = 〈x|bk+1〉bk+1 + . . . + 〈x|bn〉bn.

Dies veranlasst uns zur folgenden Definition, in der wir nicht verlangen, dass
dim V < ∞ ist:

Definition 5.12 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein k-dimen-
sionaler Untervektorraum mit Orthonormalbasis {b1, . . . , bk}. Die Abbildung

ΠU : V → V, x 7→ 〈x|b1〉b1 + . . . + 〈x|bk〉bk (5.7)

wird Orthogonalprojektion auf U genannt.
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Satz 5.13 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein k-dimensionaler
Untervektorraum von V .

(a) ΠU ist linear.

(b) ΠU |U = idU , Bild ΠU = U und U⊥ ⊆ Kern ΠU .

(c) Π2
U = ΠU .

(d) Ist dim V < ∞, so ist U⊥ = Kern ΠU und ΠU⊥ = idV − ΠU .

(e) Ist dim V < ∞, so gilt ‖ΠU(x)‖ ≤ ‖x‖ für alle x ∈ V .

B:

(a) Folgt aus der Linearität der 〈·|bi〉, i = 1, . . . , k.

(b) Jedes u ∈ U lässt sich in der Form u = λ1b1 + . . . + λkbk schreiben. Also ist

ΠU(u) =

k∑
i=1

k∑
j=1

λi 〈bi|b j〉︸︷︷︸
=δi j

b j =

k∑
i=1

λibi = u,

d.h. ΠU |U = idU . Da ΠU(x) für alle x ∈ V eine Linearkombination von
Elementen aus U ist, folgt Bild ΠU = U. Für u⊥ ∈ U⊥ ist

ΠU(u⊥) = 〈u⊥|b1〉b1 + . . . + 〈u⊥|bk〉bk = 0.

(c) Folgt sofort aus Teil (b).

(d) Es sei x ∈ V . Gemäß (5.6) ist x = u + u⊥. Dann gilt:

ΠU⊥(x) = u⊥ = x − u = (idV − ΠU)(x).

Sei nun x ∈ Kern ΠU . Nach Teil (b) gilt

0 = ΠU(x) = ΠU(u) + ΠU(u⊥) = u.

Also x = u⊥ ∈ U⊥.

(e) Nach dem Satz von Pythagoras gilt für alle x ∈ V:

‖x‖2 = ‖u‖2 + ‖u⊥‖2 ≥ ‖u‖2

für u, u⊥ wie in (5.6). �
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Aufgabe 5.14 Im Rn mit Standardskalarprodukt wird die orthogonale Projektion
auf einen Untervektorraum U mit Basis b1, . . . , bk durch die Matrix

PU = b1 · b>1 + . . . + bk · b>k
dargestellt.

Für den Rest des Abschnitts nehmen wir dim V = n an. Die orthogonale Projektion
erlaubt es uns, den Abstand d(x,U) eines Vektors x ∈ V zum Untervektorraum U
zu berechnen (vgl. Definition 4.35).

U

u

d(x, u) = ‖u⊥‖u⊥

U⊥

x

Definition 5.15 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, dim V = n, und U
ein Untervektorraum von V . Dann heißt ΠU(x) der Lotfußpunkt von x auf U, und
x − ΠU(x) das Lot (oder der Lotvektor) von x auf U.

Satz 5.16 Ist {b1, . . . , bk} eine Orthonormalbasis von U, so ist

d(x,U)2 = d(x,ΠU(x))2 = ‖x‖2 −
k∑

i=1

|〈x|bi〉|2. (5.8)

B: Zuerst ist zu zeigen, dass ΠU(x) unter allen u ∈ U den Abstand d(x, u)
minimiert: Für alle u ∈ U ist u − ΠU(x) ∈ U und folglich

u − ΠU(x) ⊥ x − ΠU(x) = ΠU⊥(x).
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Nach dem Satz des Pythagoras ist

d(x, u)2 = ‖x − u‖2 = ‖x − ΠU(x) + ΠU(x) − u‖2
= ‖x − ΠU(x)‖2 + ‖ΠU(x) − u‖2
= d(x,ΠU(x))2 + ‖ΠU(x) − u‖2︸          ︷︷          ︸

≥0

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn der letzte Summand = 0 ist, also für u =

ΠU(x). Somit gilt d(x,U) = d(x,ΠU(x)).

Es bleibt die zweite Gleichheit in (5.8) zu zeigen:

d(x,ΠU(x))2 = ‖x‖2 − ‖ΠU(x)‖2 = ‖x‖2 −
∥∥∥∥ k∑

i=1

〈x|bi〉bi

∥∥∥∥2
= ‖x‖2 −

k∑
i=1

|〈x|bi〉|2,

wobei für die letzte Gleichheit wiederholt der Satz des Pythagoras und die Ortho-
gonalität der bi verwendet wird. Die Betragsstriche um |〈x|bi〉|2 schreiben wir, um
auch den unitären Fall abzudecken. �

Aufgabe 5.17 Es sei V = Rn mit dem Standardskalarprodukt. Es sei A ∈ Rn×k

die Matrix mit Spaltenvektoren a1, . . . , ak ∈ Rn und U = [a1, . . . , ak] ⊂ Rn.

(a) Es ist x ∈ Rn genau dann in U⊥, wenn A>x = 0 gilt.

(b) Für alle x ∈ Rn existiert ξ ∈ Rk, so dass A>Aξ = A>x und für alle ζ ∈ Rk

gilt ‖Aξ − x‖ ≤ ‖Aζ − x‖.
Aufgabe 5.18 Für a1, . . . , ak ∈ V heißt

g(a1, . . . , ak) = det


〈a1|a1〉 · · · 〈a1|ak〉
...

. . .
...

〈ak|a1〉 · · · 〈ak|ak〉

 (5.9)

die Gramsche Determinante von a1, . . . , ak. Ist U ein Untervektorraum mit Basis
a1, . . . , ak, so gilt für jedes x ∈ V:

d(x,U)2 =
g(a1, . . . , ak, x)
g(a1, . . . , ak)

. (5.10)

5.4 Vollständige Orthogonalsysteme und Hilbert-Räume

Satz 5.9 über die Existenz einer Orthonormalbasis gilt im Allgemeinen nicht in
unendlichdimensionalen Vektorräumen V . Um mit solchen Räumen arbeiten zu
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können, ist es dennoch wünschenswert, eine Darstellung ähnlich der in Gleichung
(5.5) für alle x ∈ V zu haben. Eine Vektorraumbasis von V kann überabzählbar
viele Elemente haben, und in vielen Fällen wird man sie nicht einmal explizit
angeben können. Ist V mit einem Skalarprodukt ausgestattet und erfüllt eine zu-
sätzliche Bedingung (vgl. Definition 5.22), so können wir jedoch einen Ersatz für
die unhandlichen Vektorraumbasen finden: Es existiert dann eine Menge B von
paarweise orthogonalen Vektoren, so dass jedes x ∈ V in der Form

x =
∑
b∈B

〈x|b〉b (5.11)

dargestellt werden kann. Hierbei tritt die Schwierigkeit auf, dass die Menge B
unendlich sein kann, und somit die Summation

∑
b∈B eine unendliche Reihe dar-

stellt, deren Konvergenz sicherzustellen ist. Konvergenz ist dabei im Sinne der
folgenden Definition zu verstehen:

Definition 5.19 Es sei V ein Vektorraum mit einer Norm ‖ · ‖. Eine Folge (xn)n∈N
in V konvergiert in der Norm ‖ · ‖ gegen x ∈ V , wenn gilt:

‖xn − x‖ → 0 für n→ ∞. (5.12)

Die Darstellung (5.11) ist auch keine Linearkombination der b ∈ B (da eine sol-
che nach Definition nur endlich viele Summanden haben dürfte), d.h. B ist keine
Vektorraumbasis im üblichen Sinne. Wir definieren daher:

Definition 5.20 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine Menge B ⊂
V , deren Elemente normiert und paarweise orthogonal sind, heißt Orthonormal-
system. Gilt außerdem

x =
∑
b∈B

〈x|b〉b (5.13)

für alle x ∈ V (unabhängig von der Summationsreihenfolge), so nennen wir B ein
vollständiges Orthonormalsystem.

Das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit dem Studium unendlichdimensio-
naler Funktionsvektorräume befasst, ist die Funktionalanalysis. Dort ist es üb-
lich, vollständige Orthonormalsysteme als Orthonormalbasen zu bezeichnen, auch
dann, wenn sie keine Vektorraumbasen sind.

Definition 5.21 Eine Folge (xn)n∈N in einem Vektorraum V mit Norm ‖ · ‖ heißt
Cauchy-Folge, falls für alle ε > 0 ein Index k existiert, so dass für alle n,m > k
gilt: ‖xn − xm‖ < ε.
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Definition 5.22 Ein Vektorraum V mit Skalarprodukt heißt Hilbert-Raum, falls
jede Cauchy-Folge in V gegen ein Element aus V konvergiert.

Der folgende Satz erklärt, warum Hilbert-Räume für uns interessant sind:

Satz 5.23 Es sei V ein Hilbert-Raum. Dann existiert ein vollständiges Orthonor-
malsystem B in V , und für alle x ∈ V gilt

x =
∑
b∈B

〈x|b〉b, (5.14)

wobei diese Reihe unbedingt7) konvergiert.

Zum Beweis siehe Satz V.I.8 und V.I.9 in Werner [14]. Es lässt sich zeigen, dass in
der Summe (5.14) nur abzählbar viele 〈x|b〉 verschieden von 0 sind (Werner [14],
Lemma V.4.5). In den meisten interessanten Hilbert-Räumen gibt es ein abzähl-
bares vollständiges Orthonormalsystem. Solche Hilbert-Räume heißen separabel.

Beispiel 5.24 (Hilbert-Räume)

(a) Jeder endlichdimensionaleR- oderC-Vektorraum mit Skalarprodukt ist ein
Hilbert-Raum (aus der Analysis ist bekannt, dass Cauchy-Folgen im Rn

konvergieren). Jede Orthonormalbasis ist ein vollständiges Orthonormal-
system.

(b) Der Vektorraum der quadratsummierbaren komplexen Folgen,

`2(C) =
{
(an)n∈N

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

|an|2 < ∞
}

mit dem Skalarprodukt

〈a|b〉 =

∞∑
i=1

anbn (5.15)

ist ein Hilbert-Raum: Dass die Reihe in (5.15) konvergiert, kann man mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nachweisen. Dann rechnet man direkt
nach, dass es sich um ein unitäres Skalarprodukt handelt. Wir zeigen nun,
dass jede Cauchy-Folge (xn)n∈N konvergiert: Nun ist (xn)n∈N eine Folge von
Folgen, d.h. xn = (xn,i)i∈N. Es seien ε > 0 und k so, dass für m, n > k gilt

‖xn − xm‖ =

√√ ∞∑
i=1

|xn,i − xm,i|2 < ε.

7)Das bedeutet, dass die Konvergenz nicht von der Summationsreihenfolge abhängt.
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Dann gilt auch für die einzelnen Summanden |xn,i − xm,i| < ε. Also sind für
alle i die Folgen (xn,i)n∈N Cauchy-Folgen in C, die in C gegen ein Element
xi ∈ C konvergieren. Dann ist die Folge x = (xi)i∈N ein Element von `2(C)
und der Grenzwert von (xn)n∈N: Für ε > 0 und festes r ∈ N gibt es k, so dass
für m, n > k gilt

∑r
i=1 |xn,i − xm,i|2 < ε. Für m → ∞ gilt wegen der Stetigkeit

des Betrags
∑r

i=1 |xn,i − xi|2 ≤ ε. Da dies für alle r gilt, folgt

∞∑
i=1

|xn,i − xi|2 ≤ ε.

Also ist die Folge z = (xn,i − xi)i∈N ein Element von `2(C). Da `2(C) ein
Vektorraum ist, ist auch

x = xn − z ∈ `2(C),

und da für n > k gilt ‖xn − x‖ ≤ ε, folgt xn → x für n→ ∞.

Ein vollständiges Orthonormalsystem in `2(C) ist durch die Folgen

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .),

mit 1 an der iten Stelle, gegeben.

Der reelle Hilbert-Raum `2(R) ist analog definiert, wobei man in (5.15) auf
die komplexe Konjugation verzichten kann.

Bemerkung 5.25 In der Theorie der (separablen) Hilbert-Räume spielen die `2-
Räume eine ähnliche Rolle wie Räume Rn und Cn in der Theorie der endlich-
dimensionalen Vektorräume. Hat man nämlich in V ein abzählbares vollständiges
Orthonormalsystem B gewählt, so wird x ∈ V durch die Reihe

x =

∞∑
i=1

〈x|bi〉bi

dargestellt. Dann ist x bereits vollständig durch die Folge der Koeffizienten xi =

〈x|bi〉 bestimmt. Die Zuordnung

ΘB : V → `2(C), x 7→ (x1, x2, x3, . . .)

ist ein Isomorphismus und nach der Parsevalschen Gleichung (5.18) sogar eine
Isometrie (siehe Abschnitt 6.1). Dies entpricht der Koordinatendarstellung in end-
licher Dimension durch Spaltenvektoren im Cn.

Nicht alle unendlichdimensionalen Vektorräume mit Skalarprodukt sind Hilbert-
Räume, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 5.26 Der Vektorraum C([0, 1]) mit dem Skalarprodukt

〈 f |g〉 =

∫ 1

0
f (t)g(t)dt

ist kein Hilbert-Raum. Betrachte dazu die Folge ( fn)n∈N der Funktionen

fn(t) = tn.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Dies ist eine Cauchy-Folge. Sie konvergiert punktweise gegen die Funktion

f (t) =

{
0, t ∈ [0, 1)
1, t = 1 .

Da

‖ fn − f ‖2 =

∫ 1

0
( fn(t) − f (t))2dt → 0

gilt, konvergiert fn auch in der Norm ‖·‖ gegen f . Aber f ist nicht stetig und somit
kein Element von C([0, 1]).

Dennoch gibt es ein vollständiges Orthonormalsystem B in C([0, 1]). Dies lässt
sich damit erklären, dass C([0, 1]) ein Untervektorraum eines größeren Hilbert-
Raumes V ist, der auch unstetige Funktionen beinhaltet. In diesem Hilbert-Raum
V ist B ein vollständiges Orthonormalsystem, somit auch in C([0, 1]). Ein Beispiel
für solch ein B ist

B = {1[0,1]} ∪ {
√

2 sin(2πn·) | n ∈ N} ∪ { √2 cos(2πn·) | n ∈ N}, (5.16)

vgl. auch Beispiel 4.42 (d). Die Darstellung (5.14) einer Funktion f ∈ C([0, 1])
(oder f ∈ V)

f = 〈 f |1[0,1]〉1[0,1] +

∞∑
n=1

2〈 f | sin(2πn·)〉 sin(2πn·) +

∞∑
n=1

2〈 f | cos(2πn·)〉 cos(2πn·)
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ist als Fourier-Reihe von f bekannt. Die Skalarprodukte 〈 f |1[0,1]〉, 2〈 f | sin(2πn·)〉
und 2〈 f | cos(2πn·)〉 heißen Fourier-Koeffizienten von f . Die Reihe konvergiert
in der Norm ‖ · ‖. Dies zu beweisen erfordert aufwändige Hilfsmittel aus der Ana-
lysis, daher sei auf Körner [9], Theorem 34.1, verwiesen. Es gibt stetige Funk-
tionen, deren Fourier-Reihe nicht auf ganz [0, 1] punktweise gegen f konvergiert.
Ein Beispiel für eine Fourier-Reihe einer stetigen Funktion, die an einem einzel-
nen Punkt sogar divergiert, findet sich in Kapitel 18 von Körner [9]. Ist f jedoch
zweimal stetig differenzierbar, so lässt sich zeigen, dass die Fourier-Reihe von f
gleichmäßig gegen f konvergiert (Körner [9], Theorem 9.6).

Aufgabe 5.27 Es sei V ein Hilbert-Raum mit einem abzählbaren Orthonormal-
system B. Weiter seien x, y ∈ V:

(a) Es gilt die Besselsche Ungleichung
∞∑

i=1

|〈x|bi〉|2 ≤ ‖x‖2. (5.17)

(b) Ist B vollständig, so gelten die Parsevalsche Gleichung
∞∑

i=1

|〈x|bi〉|2 = ‖x‖2 (5.18)

und die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung
∞∑

i=1

〈x|bi〉〈bi|y〉 = 〈x|y〉. (5.19)

Insbesondere gelten (5.17), (5.18) und (5.19) in endlicher Dimension.

5.5 Positiv definite Matrizen

Wir wenden die bisherigen Resultate dieses Kapitels an, um Kriterien für die po-
sitive Definitheit von symmetrischen Matrizen herzuleiten.

In diesem Abschnitt sei S stets eine reelle symmetrische n × n-Matrix mit Ein-
trägen si j für 1 ≤ i, j ≤ n. Es bezeichne S k die obere linke k × k-Untermatrix von
S mit Einträgen si j für 1 ≤ i, j ≤ k und k ≤ n.

Beispiel 5.28 Ist

S =

2 1 0
1 1 −1
0 −1 3

 ∈ R3×3,



5.5 Positiv definite Matrizen 105

so haben wir

S 1 = (2) ∈ R1×1, S 2 =

(
2 1
1 1

)
∈ R2×2, S 3 = S ∈ R3×3.

Hilfssatz 5.29 Ist S positiv definit, so sind auch S 1, . . . , S n−1 positiv definit.

B: S definiert ein Skalarprodukt aufRn und S k beschreibt die Einschränkung
dieses Skalarprodukts auf den Untervektorraum [e1, . . . , ek]. Daher muss auch S k

positiv definit sein. �

Satz 5.30 Es sei S ∈ Rn×n eine symmetrische Matrix. Die folgenden Aussagen
sind äquivalent:

(i) S ist positiv definit.

(ii) Es existiert eine obere Dreiecksmatrix R ∈ GLn(R) mit positiven Einträgen
auf der Diagonalen, so dass gilt:

S = R> · R. (5.20)

(iii) Für k = 1, . . . , n gilt:
det(S k) > 0 (5.21)

B: (i)⇒(ii): Durch die Vorschrift 〈x|y〉 = x>S y ist ein Skalarprodukt auf Rn

definiert. Nach Satz 5.9 existiert eine Orthonormalbasis B von Rn für dieses Ska-
larprodukt. In dieser Basis B wird S durch die Einheitsmatrix In dargestellt. Be-
zeichnet C die Standardbasis, so ist nach Folgerung 5.10 die Basiswechselmatrix
MC

B eine obere Dreiecksmatrix mit gewissen Einträgen βi > 0 auf der Diagonalen.
Es gilt nach Satz 4.14:

S = (MC
B )> · In · MC

B .

Wählen wir R = MC
B , so gilt (5.20). Es gilt R ∈ GLn(R), da R−1 = MB

C .

(ii)⇒(i): Es gelte S = R> · R. Dann ist

S > = (R> · R)> = R> · (R>)> = R> · R = S .

Also ist S symmetrisch. Für alle x ∈ Rn, x , 0, gilt

x> · S · x = x> · R> · R · x = (Rx)> · (Rx) > 0,

denn der letzte Ausdruck ist gerade das Standardskalarprodukt von Rx mit sich
selbst. Folglich ist S positiv definit.
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(i)⇒(iii): Ist S positiv definit, so sind auch die S k positiv definit (Hilfssatz 5.29).
Wegen der bereits bewiesenen Äquivalenz (i)⇔(ii) existieren obere Dreiecks-
matrizen Rk ∈ GLn(R) mit positiven Diagonaleinträgen, die S k = R>k ·Rk erfüllen.
Daraus folgt

det(S k) = det(R>k · Rk) = det(R>k ) det(Rk) = det(Rk) det(Rk) = det(Rk)2 > 0.

(iii)⇒(ii): Beweis durch vollständige Induktion über n. Für n = 1 ist S = (s11) mit
s11 > 0. Setze R = (r11) mit r11 =

√
s11. Sei nun n > 1. Nach Induktionsannahme

existiert für S n−1 eine obere Dreiecksmatrix Rn−1 ∈ GLn−1(R) mit positiven Dia-
gonaleinträgen, so dass S n−1 = R>n−1 · Rn−1 gilt. Wir machen den Ansatz

R =

(
Rn−1 y

0 β

)
∈ Rn×n, y ∈ Rn−1, β ∈ R,

wobei y und β so zu bestimmen sind, dass S = R> · R gilt. S hat die Gestalt

S =

(
S n−1 x
x> α

)
, x ∈ Rn, α ∈ R.

Dann gilt:

R> · R =

(
R>n−1 0
y> β

)
·
(

Rn−1 y

0 β

)
=

(
R>n−1 · Rn−1 R>n−1 · y
y> · Rn−1 y> · y + β2

)
!
=

(
S n−1 x
x> α

)
.

Es muss somit x = R>n−1y gelten, und da Rn−1 nach Voraussetzung invertierbar ist,
gilt y = (R>n−1)−1x. Des Weiteren muss y>y + β2 = α gelten. Setze β =

√
α − y>y.

Für die Determinante von S gilt

0 < det(S ) = det(Rn−1)2β2,

also gilt β =

√
det(S )

det(Rn−1)2 , und da der Ausdruck unter der Wurzel eine positive reelle
Zahl ist, ist auch β eine positive reelle Zahl. Somit ist die Existenz von R mit
positiven Diagonaleinträgen gezeigt. �

Das Kriterium (iii) in Satz 5.30 ist als Hurwitz-Kriterium für positive Definitheit
bekannt. Die Zerlegung (5.20) aus Satz 5.30,

S = R> · R,
wird Cholesky-Zerlegung genannt. Sie ist die Grundlage für ein numerisches
Verfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme für positiv definite Matrizen.
Der folgende Algorithmus berechnet die Cholesky-Zerlegung für positiv definites
S und liefert einen Fehler, falls S nicht positiv definit ist.
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Algorithmus 5.31 (Cholesky-Zerlegung) Es sei S ∈ Rn×n symmetrisch.

(i) Setze
r11 =

√
s11.

(ii) Für i = 2, . . . , n setze

ri j =
1

r j j
·
(
si j −

j−1∑
k=1

rikr jk

)
, j = 1, . . . , i − 1,

rii =

√√
sii −

i−1∑
k=1

r2
ik.

Falls die letzte Wurzel nicht positiv ist, bricht man mit einem Fehler ab. In
diesem Fall ist S nicht positiv definit.

Nach n Schritten ist R> = (ri j) die Matrix aus der Cholesky-Zerlegung von S .

B: Die Formeln ergeben sich aus den Bedingungen R>i−1y = x und β =√
α − y>y, wobei α = sii im Beweis von (iii)⇒(ii), Satz 5.30. �

Algorithmus 5.32 (Cholesky-Verfahren) Es sei S ∈ Rn×n positiv definit und
b ∈ Rn. Gesucht ist eine Lösung x des linearen Gleichungssystems

S x = b.

Eine solche Lösung existiert, da S invertierbar ist. Sie kann wie folgt bestimmt
werden:

(i) Bestimme die Cholesky-Zerlegung S = R> · R.

(ii) Löse durch Vorwärtseinsetzen R>c = b nach c.

(iii) Löse durch Rückwärtseinsetzen Rx = c nach x.

Dann gilt S x = R>(Rx) = R>c = b.

Das Cholesky-Verfahren ist schneller als die üblichen numerischen Verfahren zur
Lösung linearer Gleichungssysteme, da es die spezielle Struktur der Matrix S aus-
nutzt. Zwar liegt der Aufwand in beiden Fällen in O(n3), aber es lässt sich zeigen,
dass gegenüber dem Gauß-Algorithmus eine Beschleunigung um den Faktor 2
erziehlt wird, siehe dazu Abschnitt 1.3 in Schwarz [13].

Positiv definite Matrizen treten auf natürliche Weise in vielen Problemen auf.
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Beispiel 5.33 (Lineare Ausgleichsprobleme) In der Datenanalyse müssen oft un-
bekannte Parameter durch Messreihen bestimmt werden, die die Parameter in
Form linearer Gleichungen festlegen. Bedingt durch Messfehler oder vereinfachte
Modellannahmen erhält man in der Regel ein überbestimmtes lineares Gleichungs-
system, d.h. es liegen mehr Gleichungen vor als Variablen. Das System hat also
die Form

Ax = b

mit A ∈ Rm×n, wobei m > n, b ∈ Rm und der Vektor x ∈ Rn enthält die zu bestim-
menden Parameter. Im Allgemeinen ist ein solches System unlösbar. In diesem
Fall möchte man eine Näherungslösung x̃ ∈ Rn finden, für die der Fehler

‖Ax̃ − b‖
minimal unter allen x ∈ Rn wird. Die geometrische Struktur dieses Problems
wird uns auf eine solche optimale Näherungslösung x̃ führen: Wir nehmen an,
A habe maximalen Rang n (d.h. überflüssige Gleichungen werden ignoriert). Es
seien a1, . . . , an ∈ Rm die Spalten von A. Diese erzeugen einen Untervektorraum
U = [a1, . . . , an] ( Rm. Falls b ∈ U, so existiert eine Linearkombination b =

ξ1a1 + . . . + ξnan. Das System Ax = b ist in diesem Falle exakt lösbar durch

x =


ξ1
...
ξn

 ∈ Rn.

Falls b < U, so können wir ein solches x nicht finden. Gesucht ist also das x̃ ∈ Rn,
für das der Abstand (also der Fehler) d(Ax̃, b) = ‖Ax̃ − b‖ minimal wird.

U

b

a1

an

Ax̃

m

‖Ax̃ − b‖

Dieses Ax̃ ist somit die orthogonale Projektion ΠU(b) von b auf U. Da b − Ax̃ ⊥
a1, . . . , an ist, muss gelten

〈a1|Ax̃〉 = 〈a1|b〉, . . . , 〈an|Ax̃〉 = 〈an|b〉.
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Das Standardskalarprodukt 〈ai|x̃〉 ist durch a>i · x̃ gegeben. Schreiben wir diese
Gleichungen zeilenweise auf, so erhalten wir ein neues lineares Gleichungssystem
für x̃:

A>Ax̃ = A>b.

Nun ist S = A>A symmetrisch, und da A maximalen Rang hat, ist S auch positiv
definit. Also ist S invertierbar und es existiert die Näherungslösung

x̃ = S −1A>b.

In der Praxis kann man dieses lineare Gleichungssystem mit dem Verfahren von
Cholesky lösen. Dabei können jedoch Probleme mit Rundungsfehlern auftauchen,
weswegen man auch andere Verfahren in Betracht ziehen muss (Abschnitte 7.1
und 7.2 in Schwarz [13]).

Beispiel 5.34 (Nichtlineare Optimierung) Es sind die Minimalstellen einer zwei-
fach stetig partiell differenzierbaren Funktion f : Rn → R gesucht. An einem
Punkt p ∈ Rn ist die Hesse-Matrix von f definiert als

H f (p) =


∂x1∂x1 f (p) · · · ∂x1∂xn f (p)

...
. . .

...
∂xn∂x1 f (p) · · · ∂xn∂xn f (p)

 .
Nach dem Satz von Schwarz gilt ∂xi∂x j f = ∂x j∂xi f , folglich ist H f (p) für alle p
symmetrisch. Eine lokale Extremstelle liegt vor, falls ∂xi f (p) = 0 für i = 1, . . . , n
gilt. Um herauszufinden, ob f (p) ein lokales Maximum oder Minimum von f ist,
kann man die Hesse-Matrix auf Definitheit prüfen:

• Ist H f (p) positiv definit, so handelt es sich bei f (p) um ein lokales Mini-
mum.

• Ist H f (p) negativ definit, d.h. ist −H f (p) positiv definit, so handelt es sich
bei f (p) um ein lokales Maximum.

• Ist det(H f (p)) , 0, aber H f (p) weder positiv noch negativ definit, so handelt
es sich bei f (p) nicht um ein lokales Extremum.

• Ist det(H f (p)) = 0, so lässt sich keine Aussage treffen.
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5.6 Eine Anomalie imR3: Das Vektorprodukt

Der R3 sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es seien zwei linear unab-
hängige Vektoren

x =

x1

x2

x3

 , y =

y1

y2

y3

 ∈ R3

gegeben, und U der von x, y imR3 aufgespannte Untervektorraum. Da dim U = 2,
ist das orthogonale Komplement U⊥ eindimensional. Wir wollen x, y in eindeuti-
ger Weise einen zu U orthogonalen Vektor x × y zuordnen. Für ein solches x × y
muss gelten

〈x × y|z〉 = 0 ⇔ z ∈ [x, y]. (5.22)

Beachte, dass für linear unabhängige x, y ebenfalls gilt

det(x y z) = 0 ⇔ z ∈ [x, y].

Dies legt nahe, den Vektor x × y über die Determinante det(x y z) zu definieren.
Entwickle diese Determinante nach der dritten Spalte:

det

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

 = z1 det
(
x2 y2

x3 y3

)
− z2 det

(
x1 y1

x3 y3

)
+ z3 det

(
x1 y1

x2 y2

)

= z1 det
(
x2 y2

x3 y3

)
+ z2 det

(
x3 y3

x1 y1

)
+ z3 det

(
x1 y1

x2 y2

)

=
〈z1

z2

z3

 ∣∣∣∣
x2y3 − x3y2

x3y1 − x1y3

x1y2 − x2y1

〉.
Der Vektor

x × y =

x2y3 − x3y2

x3y1 − x1y3

x1y2 − x2y1

 (5.23)

erfüllt somit die Bedingung (5.22). Wir nennen x × y das Vektorprodukt (oder
Kreuzprodukt) von x und y.

Hilfssatz 5.35 Es seien x, y, z ∈ R3 und λ ∈ R. Dann gilt:

(a) x × y = −y × x, insbesondere x × x = 0.

(b) (x + y) × z = x × z + y × z.

(c) (λx) × y = λ(x × y) = x × (λy).
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(d) x × y = 0 genau dann, wenn x, y linear abhängig sind.

(e) 〈x × y|z〉 = 〈x|y × z〉.

(f) Es gilt
x × (y × z) + y × (z × x) + z × (x × y) = 0. (5.24)

B: Ergibt sich sofort aus den Rechenregeln für Determinanten und der Defi-
nition des Vektorprodukts. �

Aufgabe 5.36 Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im Allgemeinen gilt
nicht x × (y × z) = (x × y) × z.

Aufgabe 5.37 Für die Standardbasis des R3 gelten folgende Relationen:

e1 × e2 = e3, e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2.

Bemerkung 5.38 Die Gleichung (5.24) heißt Jacobi-Identität. Ein Vektorraum
V mit einem alternierenden Produkt, das die Jacobi-Identität erfüllt, wird Lie-
Algebra genannt. Somit ist (R3,×) eine Lie-Algebra.

Bemerkung 5.39 Das Vektorprodukt liefert eine Möglichkeit, imR3 orthogonale
Komplemente zu bestimmen: Ist x ∈ R3 gegeben, so wählt man einen beliebigen
Vektor v, der zu x linear unabhängig ist. Dann ist

y1 = x × v

im orthogonalen Komplement von x, und

y2 = x × y1

ist im orthogonalen Komplement von x und y1. Also ist {y1, y2} eine Basis des
orthogonalen Komplements von x.

Aufgabe 5.40 Für x, y ∈ R3 gelten

‖x × y‖2 = ‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x|y〉, (5.25)
‖x × y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ · sin(�(x, y)). (5.26)

Die zweite Gleichung gibt den Flächeninhalt des Parallelogramms an, das von x
und y aufgespannt wird.
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x × y

x

y

‖x‖ ·‖ y‖ · sin(γ)

γ

In höheren Dimensionen n > 3 gibt es für die lineare Hülle zweier Vektoren x, y
keine eindeutige orthogonale Richtung, daher lässt sich das Vektorprodukt nicht
direkt verallgemeinern. Für n − 1 linear unabhängige Vektoren im Rn kann man
aber eine analoge Definition angeben:

x1 × · · · × xn−1 =



(−1)1+n det(X1n)
...

(−1)i+n det(Xin)
...

(−1)n+n det(Xnn)


,

wobei X = (x1 x2 · · · xn−1 y) ∈ Rn×n und Xin die Matrix ist, die aus X entsteht
durch Streichen der iten Zeile und nten Spalte. Dann gilt

x1 × · · · × xn−1 ⊥ [x1, . . . , xn−1].

Hierbei handelt es sich aber nicht mehr um ein Produkt im üblichen Sinne, da
diese Formel nur mit n − 1 > 2 Vektoren sinnvoll definiert ist.
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6 Isometriegruppen

In diesem Kapitel studieren wir eine wichtige Klasse von linearen Abbildungen,
die wir anschaulich als die „starren Bewegungen“ im Raum auffassen. Die folgen-
de Zeichnung soll dies illustrieren.

0 x

y z

0 x

y z

Ψ(x)

Ψ(y) Ψ(z)

Φ(z)

Φ(x)Φ(y)

Hier sind Φ,Ψ : R2 → R2 jeweils lineare Abbildungen. Wir betrachten ihre
Wirkung auf einem Quadrat, dessen Ecken durch die Vektoren 0, x, y, z gegeben
seien. Offensichtlich wird man die Abbildung Ψ nicht als „starr“ auffassen wollen,
da das Quadrat hier verzerrt wird (genauer gesagt handelt es sich bei Ψ um die
Kombination einer Scherung und einer Skalierung). Die Abbildung Φ hingegen
verändert zwar die Lage des Quadrates, aber nicht seine geometrische Gestalt (es
handelt sich um eine Drehung um den Ursprung), sie ist in diesem Sinne „starr“.

6.1 Isometrien

Definition 6.1 Es seien (V1, 〈·|·〉1) und (V2, 〈·|·〉2) Vektorräume mit Skalarprodukt.
Ihre Abstandsfunktionen bezeichnen wir mit d1 bzw. d2. Eine Isometrie ist eine
bijektive Abbildung ψ : V1 → V2, die für alle x, y ∈ V die Bedingung

d1(x, y) = d2(ψ(x), ψ(y)) (6.1)

erfüllt.

Beispiel 6.2 Eine Isometrie ist nicht zwingendermaßen eine lineare Abbildung.
Beispielsweise erfüllt jede Translation τv : V → V um einen festen Vektor v,
gegeben durch

τv : V → V, x 7→ x + v,

die Bedingung (6.1):

d(τv(x), τv(y)) = ‖(y + v) − (x + v)‖ = ‖y − x‖ = d(x, y).

Offensichtlich ist die Translation um einen Vektor v , 0 aber nicht linear.
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Lineare Isometrien lassen sich durch das Skalarprodukt charakterisieren:

Satz 6.3 Es seien (V1, 〈·|·〉1) und (V2, 〈·|·〉2) Vektorräume mit Skalarprodukt und
Φ : V1 → V2 eine lineare Abbildung. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) Φ ist eine Isometrie.

(ii) 〈x|y〉1 = 〈Φ(x)|Φ(y)〉2 für alle x, y ∈ V1.

(iii) ‖Φ(x)‖2 = 1 für alle x ∈ V1 mit ‖x‖1 = 1.

(iv) ‖Φ(x)‖2 = ‖x‖1 für alle x ∈ V1.

B: (i)⇒(iv): Da Φ linear ist, gilt für alle x ∈ V1:

d2(Φ(x),Φ(0)) = ‖Φ(x) − Φ(0)‖2 = ‖Φ(x) − 0‖2 = ‖Φ(x)‖2.
Da Φ eine Isometrie ist, folgt

‖x‖1 = d1(x, 0) = d2(Φ(x),Φ(0)) = ‖Φ(x)‖2.
(iv)⇒(iii): Trivial.

(iii)⇒(iv): Es sei x ∈ V1. Ist x = 0, so gilt Φ(0) = 0 und ‖Φ(0)‖2 = 0. Sei nun
x , 0. Da ‖ x

‖x‖1 ‖1 = 1 ist, können wir folgern:

‖Φ(x)‖2 =
∥∥∥∥‖x‖1‖x‖1 · Φ(x)

∥∥∥∥
2

= ‖x‖1 ·
∥∥∥∥Φ( x
‖x‖1

)∥∥∥∥
2︸       ︷︷       ︸

=1

= ‖x‖1.

(iv)⇒(ii): Seien x, y ∈ V1. Im euklidischen Fall erlaubt die Polarisierung (4.17)
uns folgende Rechnung:

〈x|y〉1 =
1
2

(‖x + y‖21 − ‖x‖21 − ‖y‖21)

=
1
2

(‖Φ(x + y)‖22 − ‖Φ(x)‖22 − ‖Φ(y)‖22)

=
1
2

(‖Φ(x) + Φ(y)‖22 − ‖Φ(x)‖22 − ‖Φ(y)‖22)

= 〈Φ(x)|Φ(y)〉2.
Im unitären Fall gelten ähnliche Gleichung jeweils für Re〈x|y〉 und Im〈x|y〉, aus
denen (i) folgt.

(ii)⇒(i): Für x, y ∈ V1 gilt

d1(x, y)2 = 〈y − x|y − x〉1 = 〈Φ(y − x)|Φ(y − x)〉2 = d2(Φ(x),Φ(y))2,

wobei für die letzte Gleichheit die Linearität von Φ verwendet wurde. �
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Aufgabe 6.4 Φ : V1 → V2 ist genau dann eine lineare Isometrie, wenn für jede
Orthonormalbasis B ⊂ V1 auch Φ(B) ⊂ V2 eine Orthonormalbasis ist.

6.2 Orthogonale und unitäre Gruppen

Im Rahmen der linearen Algebra interessieren wir uns überwiegend für lineare
Isometrien, die V auf sich selbst abbilden.

Definition 6.5 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer oder unitärer Vektorraum. Die Men-
ge der Isometrien von V schreiben wir

Iso(V, 〈·|·〉) = {ψ : V → V | ψ ist Isometrie}.

Als lineare Isometrien oder orthogonale Transformationen bezeichnen wir die
Elemente von

O(V, 〈·|·〉) = GL(V) ∩ Iso(V, 〈·|·〉).
Im Falle unitärer Vektorräume ist es auch üblich, anstelle von orthogonalen von
unitären Transformationen zu sprechen und ihre Menge mit U(V, 〈·|·〉) zu be-
zeichnen.

Beispiel 6.6 (Spiegelungen) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, v ∈ V ,
‖v‖ = 1 und U = [v]⊥. Die Spiegelung an U ist definiert als

ΣU : V → V, x 7→ x − 2〈x|v〉v. (6.2)

Ja nach Bedarf sprechen wir auch von der Spiegelung entlang der Achse [v].

x

U = [v]⊥

[v]

ΣU(x)

ΠU(x)

〈x|v〉v
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Die Spiegelung ΣU ist eine lineare Isometrie:

〈ΣU(x)|ΣU(y)〉 = 〈x − 2〈x|v〉v|y − 2〈y|v〉v〉
= 〈x|y〉 − 2〈x|v〉〈v|y〉 − 2〈y|v〉〈x|v〉 + 4〈x|v〉〈y|v〉 〈v|v〉︸︷︷︸

=1

= 〈x|y〉 − 4〈x|v〉〈y|v〉 + 4〈x|v〉〈y|v〉
= 〈x|y〉.

Für einen beliebigen Untervektorraum W ⊂ V können wir die Spiegelung an W
definieren über

ΣW(x) = x − 2〈x|v1〉v1 − . . . − 2〈x|vk〉vk,

wobei die Vektoren v1, . . . , vk eine Orthonormalbasis von W⊥ bilden.

Aufgabe 6.7 Seien W und v1, . . . , vk wie in Beispiel 6.6. Setzen wir Ui = [vi]⊥, so
ist W = U1 ∩ . . . ∩ Uk und ΣW ist die Verknüpfung der Spiegelungen ΣUi:

ΣW = ΣU1 ◦ . . . ◦ ΣUk . (6.3)

Hierfür ist es notwendig, dass die vi paarweise orthogonal zu einander sind.

Aufgabe 6.8 Ist V = Rn und U1 = [e1]⊥, so wird die Spiegelung ΣU1 in der
Standardbasis durch die Matrix 

−1 0
1

. . .

0 1

 (6.4)

dargestellt. Für beliebiges v ∈ Rn mit ‖v‖ = 1 und U = [v]⊥ wird ΣU durch die
Matrix

In − 2v · v> (6.5)

dargestellt.

Aufgabe 6.9 Für jede Spiegelung Σ gilt Σ2 = idV .

Beispiel 6.10 (Rotationen imR2) Im R2 mit dem Standardskalarprodukt ist ei-
ne Rotation (oder Drehung) mit Drehwinkel α um den Ursprung durch die Ma-
trix

Rα =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
(6.6)
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gegeben. Diese Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, dass für alle x ∈ Rn gilt
‖x‖ = ‖Rαx‖ und

cos(�(x,Rαx)) =
〈x|Rαx〉
‖x‖ · ‖Rαx‖ =

cos(α)x2
1 − sin(α)x2x1 + sin(α)x1x2 + cos(α)x2

2

‖x‖2

= cos(α) · ‖x‖
2

‖x‖2 = cos(α).

Besonders klar wird die geometrische Interpretation, wenn man die Bilder der
Standardbasis betrachtet:(

cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
·
(
1
0

)
=

(
cos(α)
sin(α)

)
,

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
·
(
0
1

)
=

(− sin(α)
cos(α)

)
.

e1

Rαe1

Rαe2

e2

α
α

sin(α)

cos(α)

cos(α)

sin(α)

Beispiel 6.11 (Rotationen imR3) Im R3 mit dem Standardskalarprodukt wer-
den die Drehungen um die Achsen [e1], [e2] und [e3] jeweils durch die Matrizen

R1,α =

1 0 0
0 cos(α) − sin(α)
0 sin(α) cos(α)

 , R2,β =

cos(β) 0 − sin(β)
0 1 0

sin(β) 0 cos(β)

 ,
R3,γ =

cos(γ) − sin(γ) 0
sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1


beschrieben. Wie man der Matrixform direkt ansieht, ist die jeweilige Drehachse
[ei] ein Eigenraum zum Eigenwert 1 und auf ihrem orthogonalen Komplement,
der Drehebene [ei]⊥ = [e j, ek], wirkt die Rotation wie eine Rotation (6.6) im R2.

Beispiel 6.12 Ist V ein reeller Hilbert-Raum mit abzählbarem vollständigem Ortho-
normalystem B, so ist die Abbildung

V → `2(R), x =

∞∑
i=1

xibi 7→ (x1, x2, x3, . . .)

eine lineare Isometrie. Dies folgt aus der Parsevalschen Gleichung (5.18).
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Hilfssatz 6.13 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, Φ ∈ O(V, 〈·|·〉) und λ
ein Eigenwert von Φ. Dann gilt |λ| = 1. Insbesondere sind im euklidischen Fall 1
und −1 die einzigen möglichen Eigenwerte von Φ.

B: Es sei x ein Eigenvektor zu λ. Dann gilt

〈x|x〉 = 〈Φ(x)|Φ(x)〉 = 〈λx|λx〉 = |λ|2〈x|x〉,
d.h. |λ|2 = 1. �

Satz 6.14 Die Menge Iso(V, 〈·|·〉) ist eine Gruppe mit der Komposition von Ab-
bildungen als Verknüpfung. O(V, 〈·|·〉) ist eine Untergruppe von Iso(V, 〈·|·〉).
B: Offensichtlich ist idV ∈ Iso(V, 〈·|·〉).
Nun seien ϕ, ψ ∈ Iso(V, 〈·|·〉). Dann ist ϕ ◦ ψ ∈ Iso(V, 〈·|·〉), denn für x, y ∈ V gilt

d(ϕ(ψ(x)), ϕ(ψ(y))) = d(ψ(x), ψ(y)) = d(x, y).

Das Inverse ψ−1 von ψ existiert, da ψ bijektiv ist. Da ψ eine Isometrie ist, gilt

d(x, y) = d(ψ(ψ−1(x)), ψ(ψ−1(y))) = d(ψ−1(x), ψ−1(y)).

Somit ist auch ψ−1 ∈ Iso(V, 〈·|·〉).
Die orthogonale Gruppe O(V, 〈·|·〉) ist eine Untergruppe, da sie der Durchschnitt
von zwei Gruppen ist. �

Bemerkung 6.15 Es lässt sich zeigen, dass jede Isometrie ψ ∈ Iso(V, 〈·|·〉) die
Verknüpfung einer Translation τv mit einer linearen Isometrie Φ ist, d.h. ψ ist von
der Gestalt

ψ(x) = Φ(x) + v

für einen festen Vektor v ∈ V und ein Φ ∈ O(V, 〈·|·〉).
Betrachten wir speziell den Fall V = Rn, in dem 〈·|·〉 durch eine symmetrische
Matrix S gegeben ist. Ist Φ eine lineare Isometrie mit Abbildungsmatrix A, so gilt

〈x|y〉 = x>S y = 〈Ax|Ay〉 = (Ax)>S Ay = x>A>S Ay

für alle x, y ∈ Rn. Daraus folgt

A>S A = S .

Umgekehrt definiert jede Matrix, die dies erfüllt, eine Isometrie. Aus Abschnitt
5.2 wissen wir, dass wir nach Basiswechsel ohne Einschränkung annehmen kön-
nen, 〈·|·〉 sei das Standardskalarprodukt. Dann gilt S = In, also lautet die Isometrie-
bedingung

A> · A = In.
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Wir können die zugehörige orthogonale Gruppe somit durch eine Matrixgruppe
darstellen.

Definition 6.16 Die orthogonale Gruppe ist

On = {A ∈ GLn(R) | A> = A−1}. (6.7)

Die spezielle orthogonale Gruppe ist

SOn = {A ∈ On | det(A) = 1} = On ∩ SLn(R). (6.8)

Ähnlich findet man für Cn mit dem unitären Standardskalarprodukt heraus, dass
die Abbildungsmatrizen A der unitären Transformationen die Bedingung

x>y = x>A>Ay

für alle x, y ∈ Cn erfüllen müssen. Das ist äquivalent zu

A
> · A = In.

Definition 6.17 Die unitäre Gruppe ist

Un = {A ∈ GLn(C) | A> = A−1}. (6.9)

Die spezielle unitäre Gruppe ist

SUn = {A ∈ Un | det(A) = 1} = Un ∩ SLn(C). (6.10)

Die Elemente der orthogonalen bzw. unitären Gruppe werden orthogonale bzw.
unitäre Matrizen genannt.

Bemerkung 6.18 Es sei A eine orthogonale Matrix. Fassen wir A als komplexe
Matrix auf, so ist gilt A = A und folglich A−1 = A> = A

>
. Somit ist A auch unitär.

Hilfssatz 6.19 Für A ∈ On gilt det(A) = ±1. Für A ∈ Un gilt | det(A)| = 1.

B: Im euklidischen Fall gilt 1 = det(In) = det(A> · A) = det(A>) det(A) =

det(A)2, also det(A) = ±1. Im unitären Fall gilt 1 = det(In) = det(A
> · A) =

det(A) det(A) = | det(A)|2, also | det(A)| = 1. �

Die Bedeutung der orthogonalen und unitären Gruppen liegt darin, dass die linea-
re Isometriegruppe jedes Vektorraumes endlicher Dimension mit Skalarprodukt
durch Matrizen aus On bzw. Un dargestellt werden kann.
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Definition 6.20 Es sei G eine Gruppe. Eine reelle bzw. komplexe Darstellung
von G ist ein Gruppenhomomorphismus

% : G → GLn(R) bzw. % : G → GLn(C). (6.11)

Satz 6.21 Es sein V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V = n.

(a) Ist V euklidisch, so gilt O(V, 〈·|·〉) � On.

(b) Ist V unitär, so gilt U(V, 〈·|·〉) � Un.

B: Es sei V euklidisch und B eine Orthonormalbasis von V . Das Skalar-
produkt 〈·|·〉 wird bzgl. B durch die Einheitsmatrix In dargestellt. Durch B ist eine
isomorphe Darstellung

% : O(V, 〈·|·〉)→ On, Φ 7→ MB
B(Φ)

definiert: Da
MB

B(Φ)> · In · MB
B(Φ) = In

gilt, ist MB
B(Φ) ∈ On. Umgekehrt definiert jede orthogonale Matrix A eine Iso-

metrie (MB
B)−1(A). Es gilt also Bild % = On, und % ist ein Isomorphismus, da MB

B
bijektiv ist.

Entsprechend zeigt man die Aussage im unitären Fall. �

Folgerung 6.22 Für Φ ∈ O(V, 〈·|·〉) gilt det(Φ) = ±1. Für Φ ∈ U(V, 〈·|·〉) gilt
| det(Φ)| = 1.

Beispiel 6.23 Die Gruppe O2 enthält die Spiegelungen und Drehungen der Form

S 1 =

(
1 0
0 −1

)
, S 2 =

(−1 0
0 1

)
, Rα =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
,

wie wir aus den Beispielen 6.6 und 6.10 bereits wissen. Es ist

det(S i) = −1 und det(Rα) = cos(α)2 + sin(α)2 = 1.

Das bedeutet Rα ∈ SO2. Wir bestimmen nun die allgemeine Form der Elemente
von O2 und SO2: Es sei

A =

(
a b
c d

)
∈ O2.

Die Bedingung A> · A = I2 lautet ausgeschrieben

A> · A =

(
a2 + c2 ab + cd
ab + cd b2 + d2

)
!
=

(
1 0
0 1

)
.
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Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen

a2 + c2 = 1,

b2 + d2 = 1.

Diese Gleichungen besagen, dass es Winkel α, β ∈ [0, 2π) gibt, so dass gilt

a = cos(α), c = sin(α),
b = cos(β), d = sin(β).

Insbesondere ist wegen Hilfssatz 6.19

±1 = det(A) = cos(α) sin(β) − cos(β) sin(α)
= sin(β − α),

wie man mit Hilfe der Additionstheoreme (Anhang B.2) sieht.

Unterscheiden wir nun die Fälle det(A) = 1 und det(A) = −1:

• Im Fall det(A) = 1 gilt sin(β − α) = 1, also β = α + π
2 und somit

sin(β) = cos(α), cos(β) = − sin(α).

Die Matrix A ∈ SO2 hat also die Gestalt einer Rotationsmatrix:

A = Rα =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
.

• Im Fall det(A) = −1 gilt sin(β − α) = −1, also β = α + 3π
2 und somit

sin(β) = − cos(α), cos(β) = sin(α).

Die Matrix A ist von der Form

A =

(
cos(α) sin(α)
sin(α) − cos(α)

)
= Rα · S 1.

Jedes Element von O2 ist also entweder eine Rotation oder die Verkettung einer
Rotation und einer Spiegelung (in Satz 6.40 werden wir sehen, dass sich jede
Rotation wiederum als Produkt von Spiegelungen schreiben lässt). Des Weiteren
prüft man mit Hilfe der Additionstheoreme leicht nach, dass für zwei Rotationen
Rα,Rβ ∈ SO2 gilt:

RαRβ = Rα+β = RβRα.
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Die Gruppe SO2 ist also abelsch. Im Allgemeinen gilt aber

RαS 1 , S 1Rα.

Also ist O2 nicht abelsch. Setzen wir

S = RαS 1R−1
α =

(
cos(2α) sin(2α)
sin(2α) − cos(2α)

)
,

wobei man die zweite Gleichheit erneut mit den Additionstheoremen nachrech-
net, so können wir S als die Spiegelung an der Geraden auffassen, die den Winkel
α mit der e1-Achse einschließt. Man kann sich dies so vorstellen, dass R−1

α die
Spiegelungsachse [v] auf die e1-Achse rotiert, dann durch S 1 an der e1-Achse ge-
spiegelt wird und schließlich die gespiegelten Punkte durch Rα in die Lage rotiert
werden, in der sie gespiegelt an der [v]-Achse liegen.

x

[v]

S x

[e1]α

R−1
α x

S 1R−1
α xR−1

α

Das charakteristische Polynom von S ist

fS = det(XI2 − S ) = X2 − cos(2α)2 − sin(2α)2 = X2 − 1.

Es gibt also stets einen Eigenraum E1 zum Eigenwert 1 (die Spiegelungsachse)
und einen Eigenraum E−1 zum Eigenwert −1 senkrecht dazu. Man rechnet direkt
nach, dass gilt

E1 =
[(cos(α)

sin(α)

)]
, E−1 =

[(− sin(α)
cos(α)

)]
.

Die Elemente aus O2\SO2 sind also gerade die Spiegelungen im R2.

Beispiel 6.24 Es seien R1,α,R2,β,R3,γ die Rotationsmatrizen aus Beispiel 6.11. Dann
gilt für i = 1, 2, 3

det(Ri,α) = 1 · det
(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
= cos(α)2 + sin(α)2 = 1
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also Ri,α ∈ SO3. Sei nun speziell α = β = γ = π
2 (Drehungen um π

2 in ihrer
jeweiligen Drehebene). Es ist

R1, π2 R2, π2 =

 0 0 −1
−1 0 0
0 1 0

 ,
0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

 = R2, π2 R1, π2 .

Die Gruppe SO3 ist also nicht abelsch. Dieses Phänomen lässt sich geometrisch
veranschaulichen: Die Fläche in der folgenden Abbildung wird zunächst mit R2, π2
um die e2-Achse gedreht, anschließend mit R1, π2 um die e1-Achse. Dies entspricht
der verketteten Transformation durch R1, π2 R2, π2 .
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Führen wir die Drehungen in umgekehrter Reihenfolge aus, so wird die Fläche
zunächst durch R1, π2 um die e1-Achse gedreht und anschließend durch R2, π2 um die
e2-Achse. Dies enstpricht der verketteten Transformation durch R2, π2 R1, π2 .
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Offenbar erhalten wir zwei verschiedene Transformationen. In Dimensionen ≥ 3
ist es daher wichtig, bei der Anwendung geometrischer Transformationen auf die
Reihenfolge zu achten.
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Folgerung 6.25 SOn ist abelsch für n = 2 und nicht abelsch für n > 2.

Beispiel 6.26 U1 ist die Gruppe

U1 = {z ∈ C | zz = |z|2 = 1}
der komplexen Zahlen vom Betrag 1. Diese Zahlen haben die Form z = eiα (vgl.
(A.2)). Die Abbildung

Φ : U1 → SO2, eiα 7→ Rα

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beispiel 6.27 Die spezielle unitäre Gruppe SU2 ist

SU2 =
{(z1 −z2

z2 z1

) ∣∣∣∣ z1, z2 ∈ C, |z1|2 + |z2|2 = 1
}
.

Diese Gestalt leitet man leicht aus den Bedingungen A>A = I2 und det(A) = 1 her.
Eine Matrix A ∈ U2 hat dann die Gestalt

A = eiαA0,

wobei A0 ∈ SU2 und α ∈ [0, 2π).

Hilfssatz 6.28 Für eine Matrix A ∈ Rn×n (bzw. A ∈ Cn×n) sind äquivalent:

(i) A ist orthogonal (bzw. unitär).

(ii) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis vonRn (bzw.Cn) mit dem
Standardskalarprodukt.

(iii) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von Rn (bzw. Cn) mit dem
Standardskalarprodukt.

B: Die Einträge in A> · A sind gerade die Skalarprodukte der Spalten von A.
Es gilt also A> · A = In genau dann, wenn die Spalten eine Orthonormalbasis von
Rn (bzw. Cn) bilden. Entsprechendes gilt für die Zeilen. �

Aufgabe 6.29 SOn ist ein Normalteiler in On und SUn ist ein Normalteiler in Un.
Des Weiteren ist On/SOn � ({±1}, ·) und Un/SUn � U1.

Satz 6.30 Die Gruppen On und SOn sind kompakte Teilmengen des Vektorraums
Rn×n, versehen mit der Norm ‖A‖ =

√
tr(A>A).
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B: Wir zeigen, dass On und SOn beschränkt und abgeschlossen sind.

Da A ∈ On genau dann, wenn A>A = In gilt, ist On in der Sphäre mit Radius√
n =
√

tr(In) in Rn×n enthalten. Somit sind On und SOn beschränkt.

Die Abgeschlossenheit von On und SOn kann man wie folgt sehen: Die Abbildung
f : Rn×n → Rn×n, A 7→ A>A, ist stetig, da sie durch Addition und Multiplikation
der Matrixkoeffizienten gegeben ist. Es gilt per Definition

f −1({In}) = On.

Als Urbild der abgeschlossenen Menge {In} unter der stetigen Abbildung f ist
On selbst abgeschlossen. Die Gruppe SOn ist On ∩ SLn(R). Die Gruppe SLn(R)
ist wiederum eine abgeschlossene Teilmenge des Rn×n, da SLn(R) = det−1({1})
ist, und die Determinante eine stetige Funktion ist. Als Durchschnitt von abge-
schlossenen Mengen ist SOn selbst abgeschlossen. �

6.3 Die Normalform für lineare Isometrien

Die Jordansche Normalform klassifiziert die Konjugationsklassen von Endomor-
phismen komplexer Vektorräume endlicher Dimension. Im Falle eines unitären
Endomorphismus Φ ∈ U(V, 〈·|·〉) werden wir sehen, dass die Jordansche Normal-
form eine besonders einfache Gestalt hat: Φ ist stets diagonalisierbar, und die
Konjugationsklasse von Φ ist durch die Eigenwerte und ihre Vielfachheit bereits
eindeutig bestimmt. Wir können auch eine Normalform für orthogonale Endo-
morphismen ableiten, selbst in den Fällen, in denen das charakteristische Polynom
nicht in reelle Linearfaktoren zerfällt.

Hilfssatz 6.31 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und Φ eine lineare
Isometrie. Weiter sei λ ∈ R (oder ∈ C) ein Eigenwert von Φ und x , 0 ein
Eigenvektor zum Eigenwert λ. Dann gilt:

(a) Das orthogonale Komplement [x]⊥ ist ein Φ-invarianter Untervektorraum.

(b) Ist µ ∈ Spec Φ und µ , λ, so gilt x ⊥ Eµ.

B:

(a) Es sei y ∈ [x]⊥. Da Φ invertierbar ist, ist λ , 0. Es gilt

〈x|Φ(y)〉 =
1
λ
〈λx|Φ(y)〉 =

1
λ
〈Φ(x)|Φ(y)〉 =

1
λ
〈x|y〉 = 0.

Also ist Φ(y) ∈ [x]⊥.



126 6 Isometriegruppen

(b) Es sei y , 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert µ. Dann gilt

〈x|y〉 = 〈Φ(x)|Φ(y)〉 = 〈λx|µy〉 = λµ〈x|y〉.
Falls 〈x|y〉 , 0, so folgt λ−1 = µ. Außerdem gilt |λ| = 1 nach Hilfssatz 6.13,
das bedeutet λ−1 = λ. Also gilt λ = λ−1 = µ = µ, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Folglich gilt x ⊥ y. �

Satz 6.32 (Unitäre Normalform) Es sei (V, 〈·|·〉) ein unitärer Vektorraum der Di-
mension n.

(a) Für Φ ∈ U(V, 〈·|·〉) existiert eine Orthonormalbasis B von V , die aus Eigen-
vektoren von Φ besteht.

(b) Für A ∈ Un existiert S ∈ Un, so dass gilt

S
> · A · S =


λ1 0

. . .

0 λn

 (6.12)

mit λi ∈ C, |λi| = 1.

B:

(a) Beweis durch Induktion über n: Für n = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei nun
n > 1. Das charakteristische Polynom fΦ ∈ C[X] hat eine Nullstelle λ1 ∈ C.
Sei x , 0 ein Eigenvektor von Φ zum Eigenwert λ1. Nach Hilfssatz 6.31
ist U = [x]⊥ ein Φ-invarianter Untervektorraum. Also ist Φ|U eine unitäre
Abbildung von U. Da dim U = n−1, können wir mit der Induktionsvoraus-
setzung annehmen, dass es eine Orthonormalbasis {b2, . . . , bn} von U gibt,
die aus Eigenvektoren von Φ besteht. Diese ergänzen wir durch b1 = x

‖x‖ zu
einer Orthonormalbasis B von V aus Eigenvektoren von Φ.

(b) Nach Teil (a) existiert eine Orthonormalbasis B = {b1, . . . , bn} aus Eigen-
vektoren von A. Es sei S ∈ Cn×n die Matrix mit Spalten b1, . . . , bn. Nach
Hilfssatz 6.28 ist S ∈ Un. Insbesondere ist S −1 = S

>
und S ist die Basis-

wechselmatrix von der Standardbasis zur Basis B. Folglich gilt

S
> · A · S = S −1 · A · S =


λ1 0

. . .

0 λn

 ,
wobei λi der Eigenwert des Eigenvektors bi ist. Da A unitär ist, gilt |λi| = 1
für alle i (Hilfssatz 6.13). �
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Um eine Basis B wie in Satz 6.32 zu bestimmen, ermittelt man zunächst die Basen
der Eigenräume von Φ bzw. A und wendet dann auf jede dieser Basen das Gram-
Schmidt-Verfahren an.

Hilfssatz 6.33 Es sei f ∈ R[X] ⊂ C[X] ein normiertes Polynom.

(a) Ist ζ ∈ C\R eine Nullstelle von f , so ist auch ζ eine Nullstelle von f .

(b) Die Primfaktorzerlegung von f in R[X] hat die Form

f = (X − λ1)α1 · · · (X − λk)αk · qβ1
1 · · · qβm

m , (6.13)

wobei λi ∈ R und die q j = X2 + a jX + b j ∈ R[X] quadratische Polynome
ohne reelle Nullstellen sind.

(c) Die Primfaktorzerlegung von f in C[X] hat die Form

f = (X−λ1)α1 · · · (X−λk)αk(X−ζ1)β1(X−ζ1)β1 · · · (X−ζm)βm(X−ζm)βm , (6.14)

wobei ζ j, ζ j ∈ C\R die Nullstellen des Polynoms q j aus Teil (b) sind.

B:

(a) Da f ∈ R[X], gilt f = f . Die komplexe Konjugation ist ein Körperauto-
morphismus von C. Ist also f (ζ) = 0, so gilt auch

0 = 0 = f (ζ) = f (ζ).

(b) Es sei p ein über R[X] irreduzibler Faktor vom Grad > 1 von f . Insbe-
sondere besitzt p keinen reellen Linearfaktor. Da p keine reellen Nullstellen
hat, besitzt es nach Teil (a) ein Nullstellenpaar ζ, ζ ∈ C\R. Als komplexes
Polynom hat p somit den Teiler

q = (X − ζ)(X − ζ) = X2 − 2Re(ζ)X + |ζ |2.
Letzteres ist aber wieder ein reelles Polynom, und somit ist der Quotient
r =

p
q ein reelles Polynom. Da p irreduzibel ist und p = rq gilt, muss r ein

konstanter Faktor aus R× sein.

(c) Folgt direkt aus (b), wenn man jedes q j in seine komplexen Linearfaktoren
zerlegt. �

Für die Bestimmung einer Normalform für orthogonale Transformationen eines
euklidischen Vektorraumes V nutzen wir aus, dass jede orthogonale Matrix auch
unitär ist.



128 6 Isometriegruppen

Aufgabe 6.34 Für z ∈ Cn gilt: z + z ∈ Rn und 1
i (z − z) ∈ Rn.

Aufgabe 6.35 Fassen wir den Rn als Teilmenge des Cn auf, so ist das euklidi-
sche Standardskalarprodukt die Einschränkung des unitären Standardskalarpro-
dukts auf Argumente aus Rn.

Hilfssatz 6.36 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und
Φ ∈ O(V, 〈·|·〉). Besitzt das charakteristische Polynom fΦ von Φ eine Nullstelle
ζ ∈ C\R, so gilt:

(a) ζ = cos(α) + i sin(α) für ein gewisses α ∈ [0, 2π).

(b) Es existiert ein Φ-invarianter Untervektorraum U von V mit dim U = 2.

(c) Es existiert eine Orthonormalbasis BU von U, bzgl. der die Einschränkung
Φ|U die folgende Abbildungsmatrix hat:

Rα =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
∈ SO2. (6.15)

B:

(a) Nach Hilfssatz 6.13 ist |ζ | = 1, also ist ζ von der geforderten Form.

(b) Betrachte Rn und Cn mit dem jeweiligen Standardskalarprodukt. Es sei
A ∈ On eine Abbildungsmatrix von Φ. Wir können A als unitäre Matrix
auffassen. Nach Hilfssatz 6.33 treten die Nullstellen von fΦ = fA aus C\R
in Paaren ζ, ζ ∈ C\R auf. Ist z ∈ Cn ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
ζ, so gilt

Az = Az = ζz = ζz.

Folglich ist z ∈ Cn ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ζ. Setze

x =
1

i
√

2
(z − z) ∈ Rn, y =

1√
2

(z + z) ∈ Rn.

Diese Vektoren sind linear unabhängig, da z und z es sind. Nun gilt mit
ζ = cos(α) + i sin(α):

Ax =
1

i
√

2
(ζz − ζz) = cos(α)x + sin(α)y,

Ay =
1√
2

(ζz + ζz) = − sin(α)x + cos(α)y.

Somit ist U′ = [x, y] ⊂ Rn invariant unter A und dim U′ = 2. Dem Unter-
vektorraum U′ ⊂ Rn entspricht ein Φ-invarianter Untervektorraum U ⊂ V .
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(c) Aus der letzten Rechnung im Beweis von (b) lesen wir ab, dass Φ bzgl. der
Basis BU = {x, y} durch Rα dargestellt wird. Wenn wir z in (b) mit ‖z‖ = 1
wählen, so folgt aus z ⊥ z (Hilfssatz 6.31) und dem Satz von Pythagoras:

‖x‖2 =
1
2
‖z − z‖2 =

1
2

(‖z‖2 + ‖z‖2) =
1
2

(1 + 1) = 1.

Entsprechend ‖y‖ = 1. Außerdem ist (erneut wegen z ⊥ z)

〈x|y〉 =
1
2i
〈z− z|z+ z〉 =

1
2i

(〈z|z〉−〈z|z〉+ 〈z|z〉−〈z|z〉) =
1
2i

(1−0+0−1) = 0.

Also ist {x, y} eine Orthonormalbasis. �

Satz 6.37 (Euklidische Normalform) Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum
der Dimension n.

(a) Für Φ ∈ O(V, 〈·|·〉) existiert eine Orthonormalbasis B von V , so dass die
Abbildungsmatrix von Φ bzgl. B die folgende Gestalt hat:

Ã =


Ir 0
−Is

Rα1

. . .

0 Rαk


(6.16)

wobei α1, . . . , αk ∈ (0, π), r + s + 2k = n, und die Rαi ∈ SO2 Rotations-
matrizen wie in (6.6) sind. Die Parameter r, s, α1, . . . , αk sind durch Φ ein-
deutig bestimmt.

(b) Für A ∈ On existiert ein S ∈ On, so dass

S > · A · S = Ã

gilt für eine Matrix Ã ∈ On der Form (6.16).

B: Beweis durch Induktion über n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei nun
n > 1. Hat das charakteristische Polynom fΦ keine reelle Nullstelle, so folgt aus
Hilfssatz 6.33, dass n = 2k ist für ein k ∈ N. Für ein Eigenwertpaar ζ, ζ ∈ C\R
von Φ existiert nach Hilfssatz 6.36 ein Untervektorraum U mit Orthonormalbasis
BU = {x, y}, auf dem Φ|U durch Rα dargestellt wird. Dabei ist α durch ζ = cos(α)+

i sin(α) bestimmt. Die Fälle α = 0, π sind dabei ausgeschlossen, da hier reelle
Eigenwerte existieren würden. Sollte 2π > α > π gelten, so gelangt man durch
den Basiswechsel (

0 1
1 0

)
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in U zu einem Rα mit α ∈ (0, π). Das orthogonale Komplement W = U⊥ hat Di-
mension n−2 und ist invariant unter Φ: Da U invariant ist, gilt nämlich 〈Φ(w)|u〉 =

〈w|Φ−1(u)〉 = 〈w|u′〉 = 0, für w ∈ W, u ∈ U mit Φ(u) = u′ ∈ U. Nach Induktions-
voraussetzung existiert eine Orthonormalbasis BW von W, so dass Φ|W durch eine
Matrix der Form (6.16) dargestellt wird. Setze B = BU ∪ BW , dann hat Ã die
geforderte Gestalt (in diesem Fall mit r = s = 0).

Besitzt das charakteristische Polynom fΦ eine reelle Nullstelle λ = ±1, so folgt
die Behauptung analog zum unitären Fall (Satz 6.32). �

Algorithmus 6.38 Zur praktischen Bestimmung der euklidischen Normalform Ã
von A ∈ On geht man wie folgt vor:

(i) Bestimme die reellen und komplexen Eigenwerte von A.

(ii) Falls reelle Eigenwerte ±1 existieren, bestimme mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren Orthonormalbasen B1 und B−1 ihrer jeweiligen Eigenräume.

(iii) Für jedes komplex konjugierte Eigenwertpaar ζ, ζ ∈ C\R:

(iii.a) Bestimme eine Orthonormalbasis z1, . . . , z j des Eigenraumes in Cn

zum Eigenwert ζ.

(iii.b) Für i = 1, . . . , j: Setze

xi =
1

i
√

2
(zi − zi),

yi =
1√
2

(zi + zi).

Nach Hilfssatz 6.36 ist {xi, yi} Orthonormalbasis eines Untervektor-
raums Ui ⊂ Rn, auf dem A durch eine Drehmatrix Rαi dargestellt wird.
Falls 2π > αi > π, vertausche die Reihenfolge von xi und yi in der
Basis.

(iii.c) Vereinige die xi, yi zu einer Basis

Bζ = {x1, y1, . . . , x j, y j}.
(iv) Die gesuchte Orthonormalbasis ist

B = B1 ∪ B−1 ∪ Bζ1 ∪ . . . ∪ Bζk .

Die Matrix S ∈ On erhalten wir, indem wir die Elemente von B spaltenweise
in eine Matrix schreiben. Dann gilt

S > · A · S = Ã.
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Beispiel 6.39 Es sei

A =
1
8


3
√

2 − 2 2
√

6
√

6 + 2
√

3
−2
√

6 4
√

2 −2
√

2√
6 + 2

√
3 2

√
2

√
2 − 6

 ∈ O3.

Das charakteristische Polynom von A ist

fA = det(XI3 − A) = (X + 1) · (X2 − √2X + 1).

Seine Nullstellen sind

λ = −1, ζ =
1√
2

+ i
1√
2
, ζ =

1√
2
− i

1√
2
.

Der Eigenraum E−1 von A ist

E−1 = Kern(A + I3) =
[1
2


1
0√
3

].
Der Vektor

b1 =
1
2


1
0√
3


ist normiert und wird als erstes Element einer Orthonormalbasis B von R3 ge-
wählt. Um eine geeignete Orthonormalbasis {b2, b3} von E⊥−1 zu bestimmen, be-
stimmen wir zunächst den Eigenraum ECζ in C3:

ECζ = Kern(A − ζI3) =
[−

√
3i

2
1
− i

2

]
Dann bilden

z =
1√
2

−
√

3i
2

1
− i

2

 , z =
1√
2


√

3i
2
1
i
2


eine Orthonormalbasis von ECζ ⊕ EC

ζ
. Wie im Beweis von Hilfssatz 6.36 setze

x =
1

i
√

2
(z − z) =

−
√

3
2

0
−1

2

 , y =
1√
2

(z + z) =

010
 .
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Dann bilden b2 = x, b3 = y eine Orthonormalbasis von E⊥−1. Schreiben wir b1, b2, b3

in die Spalten einer Matrix, so erhalten wir eine orthogonale Basiswechselmatrix

S =


1
2 −

√
3

2 0
0 0 1
−
√

3
2 −1

2 0

 ∈ O3.

Nun ist

Ã = S > · A · S =


−1 0 0
0 1√

2
− 1√

2
0 1√

2
1√
2

 =

−1 0 0
0 cos(π4 ) − sin(π4 )
0 sin(π4 ) cos(π4 )


die euklidische Normalform von A.

Als Anwendung der Normalform für lineare Isometrien wollen wir zeigen, dass
jede lineare Isometrie als Produkt von Spiegelungen der Form (6.2) darstellbar ist.
Dazu betrachten wir zunächst den zweidimensionalen Fall: Eine Rotation Rα im
R2 um den Winkel α kann als Verknüpfung zweier Spiegelungen Σ2◦Σ1 dargestellt
werden.

α

4

α

4

α

4

α

4
Σ1

Σ2Rα

α

x

Rα · x

x

Rα · x

Die Zeichnung veranschaulicht die Lage der beiden Spiegelungsachsen. Sie schlie-
ßen den Winkel α

2 ein. Die erste Spiegelungsachse ist die um α
4 gedrehte e1-Achse,

somit wird Σ1 durch die Matrix(
cos(α4 ) − sin(α4 )
sin(α4 ) cos(α4 )

)
·
(
1 0
0 −1

)
·
(
cos(α4 ) − sin(α4 )
sin(α4 ) cos(α4 )

)−1

=

(
cos(α2 ) sin(α2 )
sin(α2 ) − cos(α2 )

)
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dargestellt. Die zweite Spiegelungsachse ist die um 3α
4 gedrehte e1-Achse, d.h. Σ2

wird durch(
cos( 3α

4 ) − sin(3α
4 )

sin(3α
4 ) cos(3α

4 )

)
·
(
1 0
0 −1

)
·
(
cos( 3α

4 ) − sin( 3α
4 )

sin( 3α
4 ) cos(3α

4 )

)−1

=

(
cos(3α

2 ) sin(3α
2 )

sin(3α
2 ) − cos( 3α

2 )

)
dargestellt. In der Tat ergibt die Verkettung Σ2 ◦ Σ1 nun(

cos( 3α
2 ) sin(3α

2 )
sin(3α

2 ) − cos( 3α
2 )

)
·
(
cos(α2 ) sin(α2 )
sin(α2 ) − cos(α2 )

)
=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
= Rα.

Satz 6.40 (Cartan-Dieudonné) Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum der
Dimension n. Die Gruppe O(V, 〈·|·〉) wird von den Spiegelungen der Form (6.2)
erzeugt. Insbesondere lässt sich jede lineare Isometrie Φ als Produkt von höch-
stens n Spiegelungen darstellen:

Φ = Σk ◦ · · · ◦ Σ1, (6.17)

wobei k ≤ n und Σi = ΣUi für geeignete n− 1-dimensionale Untervektorräume Ui.

B: Stellt man Φ in der Form (6.16) dar, so sieht man, dass jede Rotations-
matrix Rαi wie oben beschrieben als Produkt von zwei Spiegelungen geschrieben
werden kann. Da die Anzahl dieser Blöcke Rαi immer k ≤ n

2 beträgt, lässt sich Φ

als Produkt von 2k ≤ n Spiegelungen darstellen. �

6.4 Euler-Winkel

In technischen Anwendungen bedient man sich gerne einer sehr einfachen Dar-
stellung der Elemente von SO3:

Satz 6.41 Es sei A ∈ SO3. Dann gibt es Winkel α, β, γ, so dass gilt

A =

cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 ·
1 0 0
0 cos(β) − sin(β)
0 sin(β) cos(β)

 ·
cos(γ) − sin(γ) 0
sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1

 .
Die Winkel α, β, γ heißen Euler-Winkel von A.

B: Die Standardbasis von R3 sei B = {e1, e2, e3}. Weiter sei

e′1 ∈ [e1, e2] ∩ [Ae1, Ae2] mit ‖e′1‖ = 1.

Setze
α = �(e1, e′1), β = �(e3, Ae3), γ = �(e′1, Ae1).

Weiter bezeichne



134 6 Isometriegruppen

• Ψ1 die Drehung um [e3] um den Winkel α,

• Ψ2 die Drehung um [e′1] um den Winkel β,

• Ψ3 die Drehung um [Ae3] um den Winkel γ.

e1 e′1

e3

Ae1

Ae3

α

β

γ

Also gilt:

Ψ1(e3) = e3, Ψ1(e1) = e′1,
Ψ2(e′1) = e′1, Ψ2(e3) = Ae3,

Ψ3(Ae3) = Ae3, Ψ3(e′1) = Ae1.

Es sei nun Ψ = Ψ3 ◦ Ψ2 ◦ Ψ1. Dann gilt:

Ψ(e1) = Ψ3(Ψ2(e′1)) = Ψ3(e′1) = Ae1,

Ψ(e3) = Ψ3(Ψ2(e3))) = Ψ3(Ae3) = Ae3,

und somit ist A die Abbildungsmatrix der Drehung Ψ bzgl. der Standardbasis,
A = MB

B(Ψ). Wir führen zwei weitere Basen des R3 ein:

B′ = Ψ1(B), B′′ = Ψ2(B′) = Ψ2(Ψ1(B)).

Die Übergangsmatrizen für die entsprechenden Basiswechsel werden mit MB′
B ,

MB′′
B′ , MB′′

B bezeichnet. Die Abbildungsmatrizen bzgl. dieser Basen haben folgende
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Gestalt:

R3,α = MB
B(Ψ1) =

cos(α) − sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 = MB′
B ,

R1,β = MB′
B′ (Ψ2) =

1 0 0
0 cos(β) − sin(β)
0 sin(β) cos(β)

 = (MB′
B )−1MB

B(Ψ2)MB′
B = R−1

3,αMB
B(Ψ2)R3,α = MB′′

B′ ,

R3,γ = MB′′
B′′ (Ψ3) =

cos(γ) − sin(γ) 0
sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1

 = (MB′′
B )−1MB

B(Ψ3)MB′′
B = (MB′′

B′ )−1(MB′
B )−1MB

B(Ψ3)MB′
B MB′′

B′ .

Daraus folgt

A = MB
B(Ψ) = MB

B(Ψ3)MB
B(Ψ2)MB

B(Ψ1)

= R3,αR1,βR3,γR−1
1,βR

−1
3,αR3,αR1,βR−1

3,αR3,α

= R3,αR1,βR3,γ,

und dies ist gerade die gewünschte Darstellung. �

Aufgabe 6.42 Es gilt

R3,α · R1,β · R3,γ = R3,α+π · R1,−β · R3,γ+π. (6.18)

Durch Koeffizientenvergleich kann man die Euler-Winkel einer gegebenen Matrix
A ∈ SO3 ablesen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 6.43 Es sei

A =


√

3
4 −3

4
1
2

1
4 −

√
3

4 −
√

3
2√

3
2

1
2 0

 ∈ SO3.

Wir machen den Ansatz

A = R3,αR1,βR3,γ =

 ∗ ∗ sin(α) sin(β)
∗ ∗ − cos(α) sin(β)

sin(β) sin(γ) cos(γ) sin(β) cos(β)

 .
Die letzte Zeile und Spalte von A enthalten genug Information, um die Euler-
Winkel zu bestimmen. Mit ai j bezeichnen wir die Einträge von A. Der Eintrag a33

liefert
cos(β) = a33 = 0,
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und dies bedeutet
β =

π

2
oder β = −π

2
.

Nach (6.18) führen beide Möglichkeiten auf zulässige Euler-Winkel. Wir ent-
scheiden uns für

β =
π

2
.

Die Einträge a31, a32 teilen wir durch sin(β) = 1 und erhalten

a31

sin(β)
= sin(γ) =

√
3

2
,

a32

sin(β)
= cos(γ) =

1
2
.

Folglich ist
γ =

π

3
.

Genauso bestimmen wir α:

a13

sin(β)
= sin(α) =

1
2
,

a23

sin(β)
= − cos(α) = −

√
3

2
.

Folglich ist
α =

π

6
.

Es ist also
√

3
4 −3

4
1
2

1
4 −

√
3

4 −
√

3
2√

3
2

1
2 0

 =

cos(π6 ) − sin(π6 ) 0
sin(π6 ) cos(π6 ) 0

0 0 1

·
1 0 0
0 cos(π2 ) − sin(π2 )
0 sin(π2 ) cos(π2 )

·
cos(π3 ) − sin(π3 ) 0
sin(π3 ) cos(π3 ) 0

0 0 1

 .
Bemerkung 6.44 In technischen Anwendungen ist auch die ähnliche Darstellung

A = R1,αR2,βR3,γ

für A ∈ SO3 gebräuchlich. Die Winkel α, β, γ werden Roll-Nick-Gier-Winkel
genannt, in Anlehnung an die drei Freiheitsgrade zur Steuerung eines Flugzeugs.
Beachte, dass hier um drei verschiedene Achsen rotiert wird.
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7 Selbstadjungierte Endomorphismen

7.1 Die adjungierte Abbildung

Definition 7.1 Es seien V1,V2 Vektorräume mit Skalarprodukt und Φ : V1 → V2

eine lineare Abbildung. Eine lineare Abbildung Φ∗ : V2 → V1 heißt die zu Φ

adjungierte Abbildung, falls für alle x1 ∈ V1, x2 ∈ V2 gilt:

〈Φ(x1)|x2〉2 = 〈x1|Φ∗(x2)〉1. (7.1)

Hilfssatz 7.2 Falls die adjungierte Abbildung Φ∗ existiert, so ist sie eindeutig.

B: Es seien Φ∗,Φ′ : V2 → V1 lineare Abbildungen, die (7.1) erfüllen. Für
alle x1 ∈ V1, x2 ∈ V2 gilt also

〈x1|Φ′(x2)〉1 = 〈Φ(x1)|x2〉2 = 〈x1|Φ∗(x2)〉1,
was gleichbedeutend ist mit

0 = 〈x1|Φ∗(x2) − Φ′(x2)〉1.
Wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes muss

Φ∗(x2) = Φ′(x2)

gelten für alle x2 ∈ V2. �

Beispiel 7.3 Sind V1 = Cn und V2 = Cm mit den jeweiligen unitären Standard-
skalarprodukten, und ist A ∈ Cm×n die Abbildungsmatrix von Φ bzgl. der jewei-
ligen Standardbasen, so gilt

〈Φ(x1)|x2〉2 = 〈Ax1|x2〉2 = x>1 · A> · x2 = x>1 · A> · x2 = 〈x1|A>x2〉1.
Die Abbildung Φ∗ : V2 → V1, x 7→ A>x, erfüllt also die Eigenschaften der zu Φ

adjungierten Abbildung.

Haben V1,V2 endliche Dimension, so lassen sich die jeweiligen Skalarprodukte
durch Wahl von Orthonormalbasen stets durch die Standardskalarprodukte in Cn

bzw. Cm darstellen. Beispiel 7.3 zeigt dann, dass die zu Φ adjungierte Abbildung
in diesem Fall existiert und durch die Matrix A> dargestellt wird. Es gilt also:

Satz 7.4 Es sei Φ : V1 → V2 eine lineare Abbildung von Vektorräumen mit
Skalarprodukt. Sind V1,V2 endlichdimensional, so existiert eine eindeutige zu Φ

adjungierte Abbildung Φ∗ : V2 → V1.
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Bemerkung 7.5 Die Matrix A> wird auch die zu A adjungierte Matrix genannt.
Gebräuchliche Schreibweisen sind A∗ = A> = A†. Ist A ∈ Rm×n, so ist natürlich
A∗ = A> = A

>
= A>.

Beispiel 7.6 Es sei Φ ∈ O(V, 〈·|·〉) eine lineare Isometrie. Dann gilt

〈Φ(x)|y〉 = 〈Φ(x)|Φ(Φ−1(y))〉 = 〈x|Φ−1(y)〉
für alle x, y ∈ V . Also gilt für lineare Isometrien:

Φ∗ = Φ−1. (7.2)

Dies ist konsistent mit der Bedingung A∗ = A> = A−1 für orthogonale Matrizen
bzw. A∗ = A> = A−1 für unitäre Matrizen.

Die Schreibweise für die adjungierte Abbildung Φ∗ erinnert nicht zufällig an die
Schreibweise für die duale Abbildung Φ? : V? → V . Im Falle endlicher Dimen-
sion kann man über das Skalarprodukt den Raum V mit seinem Dualraum V?

identifizieren:

Satz 7.7 (Fréchet-Riesz) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V <
∞. Für jede Linearform ϕ ∈ V? existiert ein eindeutiges xϕ ∈ V , so dass für alle
y ∈ V gilt:

ϕ(y) = 〈y|xϕ〉. (7.3)

B: Es sei B = {b1, . . . , bn} eine Orthonormalbasis von V . Schreibe λk = ϕ(bk)
für k = 1, . . . , n. Nach Satz 5.9 ist y = 〈y|b1〉b1 + . . . + 〈y|bn〉bn. Dann ist

ϕ(y) = 〈y|b1〉λ1 + . . . + 〈y|bn〉λn = 〈y|λ1b1 + . . . + λnbn〉.
Das Element

xϕ = λ1b1 + . . . + λnbn

erfüllt also (7.3) für alle y ∈ V . Die Eindeutigkeit von xϕ folgt aus der positiven
Definitheit. �

Folgerung 7.8 Ist der Vektorraum V in Satz 7.7 euklidisch, so ist die Zuordnung
ι : V → V?, x 7→ 〈·|x〉, ein Isomorphismus von Vektorräumen.

B: Im euklidischen Fall ist die Abbildung ι linear, und für ϕ = 〈·|x〉 ist xϕ = x
in (7.3). Es ist Kern ι = {0}. Also ist ι ein Isomorphismus. �

Für unitäres V ist die Abbildung ι eine semilineare Abbildung, d.h. ι ist zwar
additiv, aber für λ ∈ C gilt ι(λx) = 〈·|λx〉 = λ〈·|x〉 = λι(x).
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Es sei Φ : V → V linear. Unter der Identifizierung V � V? aus Folgerung 7.8
entspricht die adjungierte Abbildung Φ∗ der dualen Abbildung Φ?:

ι(Φ∗(x))(y) = 〈y|Φ∗(x)〉 = 〈Φ(y)|x〉 = ι(x)(Φ(y)) = Φ?(ι(x))(y),

oder kurz
ι ◦ Φ∗ = Φ? ◦ ι.

Der Satz von Fréchet-Riesz gilt in unendlicher Dimension, falls V ein Hilbert-
Raum ist und man anstelle des ganzen Dualraums V? nur die stetigen Linear-
formen V? ∩ C(V,C) betrachtet (Werner [14], Theorem V.3.6).

Im Allgemeinen muss im Falle unendlicher Dimension die adjungierte Abbildung
aber gar nicht existieren:

Beispiel 7.9 Betrachte die euklidischen Vektorräume V1 = R[X] ∩ C([0, 1]) und
V2 = C([0, 1]), jeweils mit dem Skalarprodukt

〈 f |g〉 =

∫ 1

0
f (t)g(t)dt.

Es sei Φ : V1 → V2 die identische Einbettung, Φ( f ) = f . Angenommen, die
adjungierte Abbildung Φ∗ : V2 → V1 existiert. Dann gilt für alle f ∈ V1, g ∈ V2:

〈 f |g〉 = 〈Φ( f )|g〉 = 〈 f |Φ∗(g)〉.
Das bedeutet 〈 f |g − Φ∗(g)〉 = 0 für alle f ∈ V1, also

g − Φ∗(g) ⊥ V1

für alle g ∈ V2. Aber V⊥1 = {0}, also gilt g = Φ∗(g) ∈ V1. Dies ist ein Widerspruch,
da g ∈ V2\V1 existieren.

Wir studieren nun die Eigenschaften der adjungierten Abbildungen.

Hilfssatz 7.10 Es seien V1,V2,V3 Vektorräume mit Skalarprodukt und es seien
Φ : V1 → V2, Ψ : V2 → V3 lineare Abbildungen. Wir nehmen an, dass die
adjungierten Abbildungen Φ∗ : V2 → V1, Ψ∗ : V3 → V2 existieren. Dann gilt:

(a) (Φ∗)∗ = Φ.

(b) (Ψ ◦ Φ)∗ = Φ∗ ◦ Ψ∗.

(c) Kern Φ = (Bild Φ∗)⊥ und Kern Φ∗ = (Bild Φ)⊥.
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B:

(a) Folgt direkt aus der Definition.

(b) Es ist
〈Ψ(Φ(x))|y〉3 = 〈Φ(x)|Ψ∗(y)〉2 = 〈x|Φ∗(Ψ∗(y))〉1

für alle x ∈ V1, y ∈ V3.

(c) x ∈ Kern Φ bedeutet Φ(x) = 0. Wegen der positiven Definitheit ist das
äquivalent zu

0 = 〈Φ(x)|y〉2 = 〈x|Φ∗(y)〉1
für alle y ∈ V2, bzw. zu x ⊥ Φ∗(V2) = Bild Φ∗. �

Aufgabe 7.11 Ist Φ∗ surjektiv, so ist Φ injektiv.

Hilfssatz 7.12 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V = n. Weiter
sei Φ ∈ End(V). Dann ist λ ∈ C genau dann ein Eigenwert von Φ, wenn λ ein
Eigenwert von Φ∗ ist.

B: Es seien A und A∗ = A> die Abbildungsmatrizen von Φ und Φ∗ bzgl.
einer Orthonormalbasis von V . Ist λ ∈ C eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms fA, so gilt

0 = 0 = fA(λ) = det(λIn − A) = det((λIn − A)>) = det(λIn − A>)

= det(λIn − A>) = fA∗(λ).

Also ist λ ein Eigenwert von A∗ und somit von Φ∗. �

7.2 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 7.13 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Φ ∈ End(V) heißt
selbstadjungiert, falls Φ = Φ∗ gilt.

Hilfssatz 7.14 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und B eine Ortho-
normalbasis von V . Ein Endomorphismus Φ von V ist genau dann selbstadjungiert,
wenn die Abbildungsmatrix A von Φ bzgl. B symmetrisch ist (im euklidischen
Fall) bzw. hermitesch ist (im unitären Fall).

B: Die Abbildungsmatrix von Φ∗ ist A∗. Also gilt A = A∗. Im euklidischen
Fall bedeutet das, dass A = A> symmetrisch ist, im unitären Fall, dass A = A>
hermitesch ist. �
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Beispiel 7.15 (Selbstadjungierte Abbildungen)

(a) Orthogonalprojektionen ΠU : V → V auf einen Untervektorraum U (siehe
(5.7)) sind selbstadjungiert. Es gilt nämlich für alle x, y ∈ V:

〈ΠU(x)|y〉 = 〈ΠU(x)|ΠU(y) + (y − ΠU(y))〉 = 〈ΠU(x)|ΠU(y)〉 + 〈ΠU(x)|ΠU⊥(y)〉︸             ︷︷             ︸
=0

= 〈ΠU(x)|ΠU(y)〉 + 〈ΠU⊥(x)|ΠU(y)〉︸             ︷︷             ︸
=0

= 〈ΠU(x) + (x − ΠU(x))|ΠU(y)〉

= 〈x|ΠU(y)〉.

(b) Spiegelungen Σ sind selbstadjungiert, denn einerseits gilt Σ = Σ−1 für jede
Spiegelung, andererseits gilt Σ−1 = Σ∗, da Spiegelungen Isometrien sind.

(c) Jede symmetrische Matrix S ∈ Rn×n definiert einen selbstadjungierten Endo-
morphismus Φ : Rn → Rn, x 7→ S x.

Aufgabe 7.16 Es sei Φ ∈ End(V). Dann sind Φ ◦Φ∗ und Φ∗ ◦Φ selbstadjungiert.

Satz 7.17 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V < ∞. Ist Φ ein
selbstadjungierter Endomorphismus von V , so sind alle Eigenwerte von Φ reell.
Insbesondere zerfällt das charakteristische Polynom fΦ in reelle Linearfaktoren.

B: Es sei x , 0 ein Eigenvektor von Φ zum Eigenwert λ. Da Φ selbst-
adjungiert ist, gilt

λ〈x|x〉 = 〈λx|x〉 = 〈Φ(x)|x〉 = 〈x|Φ∗(x)〉 = 〈x|Φ(x)〉 = 〈x|λx〉 = λ〈x|x〉.

Also gilt λ = λ ∈ R. Im unitären Fall zerfällt fΦ überC[X] in Linearfaktoren, und
nach dem gerade gezeigten sind alle Linearfaktoren reell. Somit zerfällt fΦ über
R[X] in Linearfaktoren.

Im euklidischen Fall verwendet man, dass fΦ = fA gilt für eine geeignete symme-
trische Abbildungsmatrix A von Φ. Da A insbesondere hermitesch ist, folgt aus
dem unitären Fall, dass fA auch hier in reelle Linearfaktoren zerfällt. �

7.3 Der Spektralsatz

Der letzte Satz 7.17 impliziert, dass selbstadjungierte Endomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorräume mit Skalarprodukt stets Eigenvektoren besitzen. Sie
sind sogar diagonalisierbar.
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Satz 7.18 (Spektralsatz) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt der Dimen-
sion n. Ist Φ ein selbstadjungierter Endomorphismus von V , so existiert eine
Orthonormalbasis B von V aus Eigenvektoren von Φ.

B: Beweis durch Induktion über n = dim V: Für n = 1 ist nichts zu zeigen. Es
sei nun n > 1. Nach Satz 7.17 existiert (auch im euklidischen Fall) ein Eigenvektor
x , 0 zum Eigenwert λ von Φ. Setze b1 = x

‖x‖ . Dann ist W = [b1]⊥ ein Φ-
invarianter Untervektorraum: Ist w ∈ W, so gilt

〈Φ(w)|b1〉 = 〈w|Φ(b1)〉 = 〈w|λb1〉 = λ 〈w|b1〉︸︷︷︸
=0

= 0.

Es folgt Φ(W) ⊂ W. Also ist Φ|W eine selbstadjungierte Abbildung von W und
dim W = n − 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert somit eine Orthonormal-
basis {b2, . . . , bn} von W aus Eigenvektoren von Φ|W . Dann ist B = {b1, b2, . . . , bn}
eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von Φ. �

Folgerung 7.19 Es sei A ∈ Cn×n (bzw. A ∈ Rn×n) eine hermitesche (bzw. sym-
metrische) Matrix. Dann existiert T ∈ Un (bzw. T ∈ On), so dass gilt

T ∗ · A · T =


λ1 0

. . .

0 λn

 mit λ1, . . . , λn ∈ R. (7.4)

B: A definiert einen selbstadjungierten Endomorphismus Φ von Cn (bzw.
Rn). Nach dem Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis B von V aus Eigen-
vektoren von Φ. Wähle T als die Basiswechselmatrix für den Übergang von der
Basis B zur Standardbasis. �

Wir erhalten ein weiteres Kriterium für positive Definitheit:

Folgerung 7.20 Eine symmetrische Matrix S ∈ Rn×n ist genau dann positiv defi-
nit, wenn alle Eigenwerte von S positiv sind.

B: Eine Richtung des Beweises ist Hilfssatz 4.28 (c).

Sind umgekehrt alle Eigenwerte λi > 0, so folgt aus Folgerung 7.19, dass S zu
einer Diagonalmatrix S̃ mit positiven Diagonaleinträgen λi > 0 durch Konjugation
mit einer Matrix T ∈ On ähnlich ist. Die Unterdeterminanten det(S̃ k) = λ1 · · · λk

sind positiv für k = 1, . . . , n. Nach dem Hurwitz-Kriterium (Satz 5.30 (iii)) ist S̃
positiv definit. Nun ist

x> · S · x = x> · T · S̃ · T> · x = (T>x)> · S̃ · (T>x) > 0

für alle x ∈ Rn und somit ist S positiv definit. �
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Folgerung 7.21 Ist S ∈ Rn×n eine positiv definite Matrix, so hat S eine Wurzel,
d.h. es gibt eine positiv definite Matrix

√
S , die

S =
√

S · √S

erfüllt.

B: Es sei T ∈ On die Matrix aus (7.4). Setze

√
S = T ·


√
λ1 0

. . .

0
√
λn

 · T>,
wobei die λi > 0 die Eigenwerte von S sind. Dann gilt wegen T> = T−1:

√
S · √S = T ·


√
λ1 0

. . .

0
√
λn

 · T> · T ·

√
λ1 0

. . .

0
√
λn

 · T>

= T ·

λ1 0

. . .

0 λn

 · T> = T · T> · S · T · T>

= S .

Somit ist
√

S die Wurzel von S . �

Aufgabe 7.22 (Spektraldarstellung) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt
der Dimension n. Ist Φ ein selbstadjungierter Endomorphismus von V mit ver-
schiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λk, so lässt sich Φ wie folgt darstellen:

Φ = λ1ΠEλ1
+ . . . + λkΠEλk

. (7.5)

7.4 Normale Endomorphismen

Die Beweise des Spektralsatzes und des Satzes 6.32 über die unitäre Normalform
sind nahezu identisch. In der Tat gehören selbstadjungierte und unitäre Endomor-
phismen zu einer größeren Klasse von Endomorphismen, die viele gemeinsame
Eigenschaften besitzen.

Definition 7.23 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein Endomorphis-
mus Φ von V heißt normal, falls gilt:

Φ ◦ Φ∗ = Φ∗ ◦ Φ. (7.6)
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Beispiel 7.24 Die wichtigsten Klassen normaler Endomorphismen sind die fol-
genden:

• Die unitären und orthogonalen mit Φ∗ = Φ−1.

• Die selbstadjungierten mit Φ∗ = Φ.

• Die schiefhermiteschen und schiefsymmetrischen mit Φ∗ = −Φ.

Entsprechend gelten die folgenden Resultate für alle diese Klassen.

Hilfssatz 7.25 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Φ ∈ End(V) ist genau
dann normal, wenn

〈Φ(x)|Φ(y)〉 = 〈Φ∗(x)|Φ∗(y)〉 (7.7)

gilt für alle x, y ∈ V .

B: Ist Φ normal, so gilt

〈Φ(x)|Φ(y)〉 = 〈x|Φ∗(Φ((y))〉 = 〈x|Φ(Φ∗(y))〉 = 〈Φ∗(x)|Φ∗(y)〉.

Umgekehrt folgt aus dieser Gleichheit

0 = 〈Φ(x)|Φ(y)〉 − 〈Φ∗(x)|Φ∗(y)〉 = 〈(Φ∗ ◦ Φ)(x)|y〉 − 〈(Φ ◦ Φ∗)(x)|y〉
= 〈(Φ∗ ◦ Φ − Φ ◦ Φ∗)(x)|y〉

und da x, y beliebig sind, folgt Φ∗ ◦ Φ − Φ ◦ Φ∗ = 0. �

Hilfssatz 7.26 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und Φ ∈ End(V) ein
normaler Endomorphismus. Dann gilt:

(a) Kern Φ = Kern Φ∗.

(b) Eλ(Φ) = Eλ(Φ
∗)

(c) Für alle λ, µ ∈ C, λ , µ, ist Eλ(Φ) ⊥ Eµ(Φ).

B:

(a) Aus Hilfssatz 7.25 folgt ‖Φ(x)‖ = ‖Φ∗(x)‖ für alle x ∈ V , insbesondere für
x ∈ Kern Φ.

(b) Eλ(Φ) = Kern(Φ − λidV) = Kern(Φ − λidV)∗ = Kern(Φ∗ − λidV) = Eλ(Φ
∗).
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(c) Es sei x ∈ Eλ(Φ) und y ∈ Eµ(Φ) = Eµ(Φ∗). Dann:

λ〈x|y〉 = 〈λx|y〉 = 〈Φ(x)|y〉 = 〈x|Φ∗(y)〉 = 〈x|µy〉 = µ〈x|y〉.

Da λ , µ, gilt 〈x|y〉 = 0. �

Der folgende Satz ist eine verallgemeinerte Form des Spektralsatzes:

Satz 7.27 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V < ∞. Ist Φ ein
normaler Endomorphismus von V und zerfällt das charakteristische Polynom fΦ
in Linearfaktoren, so existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von Φ.

Der Beweis ist im wesentlichen identisch mit dem Beweis von Satz 7.18. Die Be-
dingung an fΦ ist im unitären Fall immer erfüllt. Eine allgemeinere Normalform8)

für normale Endomorphismen auch im euklidischen Fall liefert der folgende Satz:

Satz 7.28 Es sei (V, 〈·|·〉) ein euklidischer Vektorraum dim V = n. Für einen nor-
malen Endomorphismus Φ existiert eine Orthonormalbasis B von V , so dass die
Abbildungsmatrix von Φ bzgl. B die folgende Gestalt hat:

Ã =



λ1 0
. . .

λs

P1
. . .

0 Pr


(7.8)

wobei λ1, . . . , λs die reellen Eigenwerte von Φ sind, s + 2r = n, und die Pi ∈ R2×2

sind Matrizen der Gestalt

Pi =

(
αi −βi

βi αi

)
,

wobei die αi + iβi ∈ C die komplexen Eigenwerte von Φ sind.

Der Beweis ist im wesentlichen identisch mit dem Beweis von Satz 6.37. Der Un-
terschied besteht darin, dass die Eigenwerte hier nicht den Betrag 1 haben müssen.

Aufgabe 7.29 Es sei X ∈ Rn×n eine schiefsymmetrische Matrix (d.h. X> = −X).
Alle Eigenwerte von X sind rein imaginär, und es existiert eine Matrix S ∈ On, so

8)Wir wollen davon absehen, dies als normale Normalform zu bezeichnen.



146 7 Selbstadjungierte Endomorphismen

dass gilt

S > · X · S =



0
. . .

0
0 −β1

β1 0
. . .

0 −βr

βr 0


.
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Teil III

Anhang

A Geometrie der komplexen Zahlen

Der Körper C der komplexen Zahlen besteht aus den Zahlen

z = x + iy

mit x, y ∈ R und i =
√−1.

Aufgabe A.1 Schränkt man die Multiplikation inC auf die reellen ZahlenR ( C
ein, so wird C zu einem R-Vektorraum der Dimension 2.

A.1 Die Gaußsche Zahlenebene

Über die Zuordnung

x + iy 7→
(
x
y

)
wirdCmit der EbeneR2 identifiziert, die in diesem Kontext als Gaußsche Zahlen-
ebene bezeichnet wird.

y = Im(z)

x = Re(z) z = x + iy

0
Re

Im

Die x-Achse stellt die reellen Zahlen dar, die y-Achse die rein imaginären Zah-
len. Die Zahl 1 entspricht dem ersten Einheitsvektor

( 1
0
)
, die Zahl i dem zweiten

Einheitsvektor
( 0

1
)
.

Der Betrag |z| = √
Re(z)2 + Im(z)2 einer komplexen Zahl entspricht in dieser Dar-

stellung der euklidischen Länge
√

x2 + y2 des Vektors
( x
y
)
.
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A.2 Komplexe Multiplikation

Es sei nun u ∈ C eine komplexe Zahl mit |u| = 1. Dann liegt u auf dem Einheits-
kreis in der Gaußschen Zahlenebene. Der Polarwinkel α ist der Winkel zwischen
der reellen Achse und der Geraden, die u mit den Nullpunkt verbindet.

sin(α)

i

−i

cos(α)

−1 1
α

Wie die Zeichnung verdeutlicht, hat die Zahl u Real- und Imaginärteil

Re(u) = cos(α), Im(u) = sin(α).

Das bedeutet
u = cos(α) + i sin(α). (A.1)

Setzt man für Sinus und Cosinus ihre jeweilige Potenzreihendarstellung ein, so
erhält man formal

u = eiα. (A.2)

In der Tat gelten die selben Rechenregeln wie für die reelle Exponentialfunktion,

e0 = 1, eiαeiβ = ei(α+β).

Wir wollen nun die Multiplikation mit u = eiα geometrisch im R2 deuten: Für
beliebiges z = x + iy ∈ C gilt

eiα · z = (cos(α) + i sin(α)) · (x + iy)
= (cos(α)x + i sin(α)x + i cos(α)y − sin(α)y)
= (cos(α)x − sin(α)y) + i(sin(α)x + cos(α)y).
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In den Koordinaten des R2 entspricht dies der Abbildung(
cos(α)x − sin(α)y
sin(α)x + cos(α)y

)
=

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
·
(
x
y

)
Die Multiplikation mit eiα entspricht also einer Rotation um den Winkel α gegen
den Uhrzeigersinn, die durch die Rotationsmatrix(

cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
beschrieben wird.

Aufgabe A.2 Die Menge

S1 = {u ∈ C | |u| = 1}

bildet mit der komplexen Multiplikation eine Gruppe, die isomorph ist zur spe-
ziellen orthogonalen Gruppe SO2.

Nun sei w ∈ C beliebig. Da w = |w| · w|w| gilt, können wir w schreiben als Produkt
einer reellen Zahl r = |w| und einer komplexen Zahl u = w

|w| auf dem Einheitskreis.
Wegen (A.2) können wir schreiben:

w = r · eiα. (A.3)

Dies ist die Darstellung von w in Polarkoordinaten (r, α). Die Multiplikation von
z = x + iy ∈ C mit r ∈ R liefert

r · z = rx + iry,

also |r · z| = r · |z|. Dies ist entspricht der Streckung von
( x
y
)

um den Faktor r,(
r 0
0 r

)
·
(
x
y

)
=

(
rx
ry

)
.

Die Multiplikation mit einer beliebigen Zahl w = r · eiα ∈ C ist also die Kombi-
nation einer Drehung um den Winkel α und einer Streckung um den Faktor r = |w|:(

r cos(α)x − r sin(α)y
r sin(α)x + r cos(α)y

)
=

(
r 0
0 r

)
︸ ︷︷ ︸
Streckung

·
(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
︸                 ︷︷                 ︸

Drehung

·
(
x
y

)
.
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A.3 Komplexe Konjugation

Die komplexe Konjugation ist die Abbildung

C→ C, z = x + iy 7→ z = x − iy.

Dies entspricht der Spiegelung an der reellen Achse in der Gaußschen Zahlen-
ebene: (

1 0
0 −1

)
·
(
x
y

)
=

(
x
−y

)
.

0
Re

Im z

z̄
z + z̄

Wie man der Zeichnung entnimmt, ist z + z ∈ R und 1
2 (z + z) = Re(z) ist die

Projektion von z auf die reelle Achse. Ähnlich sieht man, dass 1
2 (z − z) = i · Im(z)

die Projektion von z auf die imaginäre Achse ist.

Der Betrag |z| kann durch die komplexe Konjugation ausgedrückt werden:

z · z = (x + iy) · (x − iy) = x2 + y2 = |z|2.
Dies ergibt eine elegante Darstellung für das Inverse von z:

z−1 =
z
|z|2 .

A.4 Einheitswurzeln

Es sei n ∈ N und
Ωn = {ω ∈ C | ωn = 1}. (A.4)

Die Elemente von Ωn heißen nte Einheitswurzeln. Sie sind die Nullstellen des
Polynoms Xn − 1.

Aufgabe A.3 Ωn ist eine endliche Untergruppe von S1. Insbesondere ist |ω| = 1
für alle ω ∈ Ωn. Wie im Beweis von Satz 3.10 zeigt man, dass Ωn zyklisch ist. Es
folgt |Ωn| = n.
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Ein Erzeuger von Ωn heißt primitive nte Einheitswurzel.

Beispiel A.4 (Einheitswurzeln)

(a) Ω2 = {1,−1}. Eine primitive Einheitswurzel ist −1.

(b) Ω4 = {1, i,−1,−i}. Die primitiven Einheitswurzeln sind i und −i.

Jedes Element ω ∈ Ωn hat nach (A.2) die Form ω = eiα. Da

1 = ωn = eiαn

gilt, muss wegen (A.1) für ein geeignetes k ∈ N gelten:

α = 2π
k
n
.

Insbesondere ist
ω0 = e

2πi
n

für alle n eine primitive nte Einheitswurzel und

Ωn = 〈ω0〉 = {1, e 2πi
n , e

4πi
n , . . . , e

2πi(n−1)
n }.

Die Zeichnung zeigt Ω6.

i

−i

ω0 = e
2πi
6ω2

0

ω3
0 = −1

ω4
0 ω5

0

ω6
0 = 1

Man sieht hier auch die Gruppe Ω3 ⊂ Ω6, erzeugt von ω2
0.
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Aufgabe A.5 Ist ω0 eine primitive 2mte Einheitswurzel, so ist ω2
0 eine primitive

mte Einheitswurzel.

Aufgabe A.6 Mit der Formel für die endliche geometrische Reihe folgt für eine
primitive nte Einheitswurzel ω0 und 0 < k < n:

0 = 1 + ωk
0 + ω2k

0 + . . . + ω(n−1)k
0 .
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B Trigonometrische Funktionen

B.1 Funktionsgraphen

Die Graphen von Sinus und Cosinus auf dem Intervall [0, 2π]:

1 2 3 4 5 6

!1.0

!0.5

0.0

0.5

1.0 Cosinus

Sinus

Die Graphen von Tangens und Cotangens auf dem Intervall [−2π, 2π]:

!6 !5 !4 !3 !2 !1 1 2 3 4 5 6

!2

!1

1

2 Tangens

Cotangens

B.2 Rechenregeln

Satz des Pythagoras:
sin(x)2 + cos(x)2 = 1

Tangens und Cotangens:

tan(x) =
sin(x)
cos(x)

, cot(x) =
cos(x)
sin(x)
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Additionstheoreme:

sin(x ± y) = sin(x) cos(y) ± cos(x) sin(y)
cos(x ± y) = cos(x) cos(y) ∓ sin(x) sin(y)

tan(x ± y) =
tan(x) ± tan(y)

1 ∓ tan(x) tan(y)

cot(x ± y) =
−1 ± cot(x) cot(y)

cot(x) ± cot(y)
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

cos(2x) = cos(x)2 − sin(x)2

= 2 cos(x)2 − 1

= 1 − 2 sin(x)2

tan(2x) =
2 tan(x)

1 − tan(x)2

cot(2x) =
cot(x)2 − 1

2 cot(x)

sin(x) + sin(y) = 2 sin
( x + y

2

)
cos

( x − y
2

)
sin(x) − sin(y) = 2 cos

( x + y

2

)
sin

( x − y
2

)
cos(x) + cos(y) = 2 cos

( x + y

2

)
cos

( x − y
2

)
cos(x) − cos(y) = −2 sin

( x + y

2

)
sin

( x − y
2

)
sin(x) sin(y) =

sin(x + y) − cos(x − y)
2

sin(x) cos(y) =
sin(x + y) + sin(x − y)

2

cos(x) cos(y) =
cos(x + y) + cos(x − y)

2

Periodizität:

sin(−x) = − sin(x)

sin
(
x ± π

2

)
= ± cos(x)

sin(x ± π) = − sin(x)
cos(−x) = cos(x)

cos
(
x ± π

2

)
= ∓ sin(x)

cos(x ± π) = − cos(x)
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Komplex:

eix = cos(x) + i sin(x)

sin(x) =
eix − e−ix

2i

cos(x) =
eix + e−ix

2

B.3 Wertetabelle

α 0 π
6

π
4

π
3

π
2 π 3π

2 2π

sin(α) 0 1
2

1√
2

√
3

2 1 0 −1 0

cos(α) 1
√

3
2

1√
2

1
2 0 −1 0 1

tan(α) 0
√

3
3 1

√
3 0 0
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Ĵ(n1,...,nk)(λ) (Jordan-Block), 41
`2 (Hilbert-Raum), 101
MC

B (Φ) (Abbildungsmatrix von Φ), vii
Ωn (nte Einheitswurzeln), 150
On (orthogonale Gruppe), 119
Φ? (duale Abbildung zu Φ), vii
Φ∗ (adjungierte Abbildung zu Φ), 137
Φ ⊕ Ψ (direkte Summe), 35
ΠU (Orthogonalprojektion), 96
R× (Einheitengruppe), 2
Rα (Rotationsmatrix), 116
Rad s (Radikal eine Bilinearform), 71
Rm×n (Matrizen mit Einträgen aus R), vii
SOn (spezielle orthogonale Gruppe), 119
ΣU (Spiegelung an U), 115
SUn (spezielle unitäre Gruppe), 119
S B(s) (Matrix einer Bilinearform s), 69
Spec Φ (Spektrum von Φ), vii
Sym(V) (symmetrische Bilinearformen), 68
ΘB(x) (Koordinatendarstellung), vii
U⊥ (orthogonales Komplement von U), 88
Un (unitäre Gruppe), 119
V? (Dualraum zu V), vii
x ⊥ y (orthogonal), 80
x × y (Vektorprodukt), 110
〈x|y〉 (Skalarprodukt), 72�(x, y) (Winkel), 80
〈x〉 (von x erzeugtes Ideal), 5
x | y (x teilt y), 4

Abstand, 77
adjungierte Abbildung, 137
adjungierte Matrix, 138
Algorithmus

Diffie-Hellman-Protokoll, 61
El Gamal, 61
erweiterter euklidischer, 11
euklidisch, 11
euklidische Normalform, 130
Jordan-Basis, 53
Lagrange-Interpolation, 27
Newton-Interpolation, 26
RSA, 62

Alice, 57
alternierende Bilinearform, 68
ausgeartete Bilinearform, 71

Bézout, Lemma von, 11
Besselsche Ungleichung, 104
bilinear, 66, 68
Bilinearform, 68

alternierend, 68
ausgeartet, 71
Kern, 71
Radikal, 71
schiefsymmetrisch, 68
symmetrisch, 68

Bob, 57
Bra-Ket-Notation, 73

Carmichael-Zahl, 60
Cartan-Dieudonné, Satz von, 133
Cauchy-Folge, 100
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 76, 84
Chiffrat, 57
chinesischer Restsatz, 25
Cholesky-Verfahren, 107
Cholesky-Zerlegung, 106
coprim (siehe teilerfremd), 4
Cosinussatz, 79, 82

Darstellung, 120
Diffie-Hellman-Protokoll, 61
direkte Summe

von Endomorphismen, 35
Drehachse, 117

158



Index 159

Drehebene, 117
Drehung, 116
Dreiecksungleichung, 75

Eigenraum
verallgemeinert, 45

eindeutige Primfaktorzerlegung, 15
Einheit, 2
Einheitengruppe, 2
Einheitssphäre, 78
Einheitsvektor, 78
Einheitswurzel, 150

primitiv, 151
El Gamal-Verschlüsselung, 61
endlicher Körper, 23
Erzeuger, 48
Euklid, Primzahlsatz von, 16
euklidische Normalform, 129
euklidischer Algorithmus, 11

erweitert, 11
euklidischer Ring, 9
euklidischer Vektorraum, 72
Euler-Winkel, 133
Eulersche ϕ-Funktion, 59

Fibonacci-Zahl, 13
Fourier-Koeffizienten, 104
Fourier-Reihe, 104
Fréchet-Riesz, Satz von, 138
Fundamentalsatz der Algebra, 17
Funktionalanalysis, 100

Gaußsche Zahlenebene, 147
geheimer Schlüssel, 57
größter gemeinsamer Teiler, 4
Gram-Schmidt-Verfahren, 93
Gramsche Determinante, 99
Gruppe

Einheiten-, 2
Isometrie, 115
orthogonal, 115, 119
speziell orthogonal, 119
speziell unitär, 119
unitär, 115, 119

Hauptideal, 5
Hauptraum, 45
hermitesche Form, 83
hermitesche Matrix, 84
Hesse-Matrix, 109

Hilbert-Raum, 101
separabel, 101

Hurwitz-Kriterium, 106

Ideal, 5
Haupt-, 5

integrer Ring, 4
invarianter Unterraum, 33
invariantes Komplement, 33
irreduzibel, 8
Isometrie, 113

linear, 115
Isometriegruppe, 115

Jacobi-Identität, 111
Jordan-Basis, 41, 50, 52
Jordan-Block, 41
Jordan-Kästchen, 40
Jordansche Normalform, 1

einer Matrix, 42
eines Endomorphismus, 40

Kürzungsregel, 5
Klartext, 57
Komplementärraum, 33

invariant, 33
komplexe Konjugation, 150
komplexe Zahl, 147
Kongruenzen, 24
Konjugation, 150
Konvergenz, 100
Kreuzprodukt (siehe Vektorprodukt), 110
Kryptographie, 57

Lagrange, Satz von, 58
Lagrange-Interpolation, 27
Lemma von Bézout, 11
Lemma von Schur, 36
Lie-Algebra, 111
lineare Isometrie, 115
Lot, 98
Lotfußpunkt, 98
Lotvektor, 98

Maximumsnorm, 76
Minimalpolynom, 6, 38

Newton-Interpolation, 26
nilpotent

Endomorphismus, 36



160 Index

Matrix, 36
Norm, 75

Maximums-, 76
normaler Endomorphismus, 143
Normalform, 40

euklidische, 129
Jordansche, 1
unitäre, 126

normierter Vektor, 78

öffentlicher Schlüssel, 57
Ordnung, 58
orthogonal, 80
Orthogonalbasis, 88
orthogonale Gruppe, 115, 119
orthogonale Matrix, 119
orthogonales Komplement, 88
Orthogonalisierungsverfahren, 93
Orthogonalprojektion, 96
Orthonormalbasis, 88

im Sinne der Funktionalanalysis, 100
Orthonormalsystem, 100

vollständig, 100

Parallelisierung, 23
Parallelogrammgleichung, 76
Parsevalsche Gleichung, 104

verallgemeinert, 104
Polarisierung, 76
Polarkoordinaten, 149
Polarwinkel, 148
Polynomdivision, 10
positiv definit, 67

Bilinearform, 72
Hurwitz-Kriterium, 106
Matrix, 73
Sesquilinearform, 83

prim, 8
Primärzerlegung, 44
Primfaktorzerlegung, 15
Primideal, 9
Primzahlsatz von Euklid, 16
Public Key, 57
Pythagoras, Satz von, 66, 81, 85

Quasiordnung, 5
Quotientenring, 19

Radikal, 71
Relationen, 18

Ring
euklidisch, 9
integer, 4

Roll-Nick-Gier-Winkel, 136
Rotation, 116
RSA-Verschlüsselung, 62

Satz von Cartan-Dieudonné, 133
Satz von Fréchet-Riesz, 138
Satz von Lagrange, 58
Satz von Pythagoras, 66, 81, 85
schiefsymmetrische Bilinearform, 68
schiefsymmetrische Matrix, 70
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Spiegelung, 115
Standardskalarprodukt, 65

unitär, 83
Stufe, Nilpotenz, 36
symmetrische Bilinearform, 68
symmetrische Matrix, 70

Teiler, 4
größter gemeinsamer, 4

teilerfremd, 4
Translation, 113

unitäre Gruppe, 115, 119
unitäre Matrix, 119
unitäre Normalform, 126
unitärer Vektorraum, 83

Vektorprodukt, 110
Vektorraum mit Skalarprodukt, 85
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