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Vorwort

Das vorliegende Skriptum entsteht im Sommersemester 2012 fiir den zweiten Teil der
Vorlesung Lineare Algebra fiir die Fachrichtung Informatik. Es baut auf dem ersten Teil
der Vorlesung auf, wie er nachzulesen ist im Skriptum von Prof. Enrico Leuzinger [10].

In Teil II der Vorlesung wird der Stoff stirker auf das Wesentliche reduziert als in Teil I.
Dennoch soll verstirkt ein Einblick in Anwendungen im Bereich der Informatik gegeben
werden. Insbesondere die algorithmischen Aspekte werden stirker betont.

Der Anhang bietet weiterfithrende Informationen, die nicht unmittelbar zum Stoff der
Vorlesung gehoren, aber das Verstidndnis an einigen Stellen erleichtern und vertiefen.

Fiir hilfreiche Anmerkungen und Korrekturen bin ich meinen Kollegen Sandra Lenz und
Diego De Filippi sowie den Studenten Felix Benz-Baldas und Michael Tobias zu grofem
Dank verpflichtet.
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Was mich nicht umbringt, macht mich stdrker.
FRrIEDRICH NIETZSCHE
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Notation

Wir werden in diesem Skript die folgenden Schreibweisen fiir Konzepte aus dem
ersten Teil der Vorlesung verwenden:

Das Kronecker-Symbol bezeichnen wir mit ¢;; (es gilt 6; = 1 und 6;; = 0
falls i # j).

Fiir die Aquivalenzklasse eines Elementes x aus einer Menge (Gruppe, Ring,
Vektorraum. .. ) X schreiben wir [x] oder x, je nachdem, was der Lesbarkeit
forderlicher ist.

Der Ring der m X n-Matrizen mit Eintrdgen aus einem Ring R wird mit R™"
bezeichnet. Ist K ein Korper, so bezeichnet GL,(IK) die (multiplikative)
Gruppe der invertierbaren Matrizen.

Die Vektoren der Standardbasis im IK” bezeichnen wir mit ey, ..., ¢e,. Die
n X n-Einheitsmatrix wird mit I, oder I bezeichnet.

Mit R[X] bezeichnen wir den Ring der Polynome in der Variablen X mit
Koeffizienten aus einem Ring R. Fiir den Grad eines Polynoms f € R[X]
schreiben wir deg(f). Das Nullpolynom hat nach Definition den Grad —oo.

Fiir IK-Vektorrdume V, W bezeichnet Hom(V, W) die Menge der Homomor-
phismen (IK-lineare Abbildungen) von V nach W. Wenn wir die Abhin-
gigkeit vom Skalarkorper K betonen, schreiben wir auch Homy (V, W). Fiir
die Menge der Endomorphismen Hom(V, V) schreiben wir auch End(V).
Die Gruppe der Automorphismen (invertierbare Endomorphismen) wird mit
Aut(V) oder GL(V) bezeichnet. (Analoge Notationen verwenden wir fiir
Homomorphismen von Gruppen, Ringen und Kérpern.)

Der Dualraum Hom(V, K) zu einem K-Vektorraum V wird mit V* bezeich-
net. Fiir eine lineare Abbildung ® : V — W wird die duale Abbildung mit
®* : W* — V* bezeichnet.

Die Darstellung eines Vektors x € V bzgl. einer Basis B durch einen Spalten-
vektor in K" schreiben wir ®(x). Die Abbildungsmatrix einer linearen Ab-
bildung @ bzgl. zweier Basen C und B schreiben wir M§(®). Fiir Basis-
wechselmatrizen schreiben wir kurz M§ statt M§(idy).

Der Eigenraum zum Eigenwert A eines Endomorphismus ® wird mit E,
oder E,(®) bezeichnet. Die Menge aller Eigenwerte (das Spektrum von @)
schreiben wir als Spec .

Weitere Notation wird im Laufe der Vorlesung eingefiihrt.
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Teil I
Polynome und Endomorphismen

Unser Ziel im ersten Teil der Vorlesung ist es, eine vollstindige Klassifikation
der Konjugationsklassen von komplexen Matrizen herzuleiten. Das bedeutet, dass
jede Matrix A € C™" zu einer eindeutigen Matrix A #hnlich ist, die eine besonders
einfache Gestalt annimmt und nur von der Konjugationsklasse von A abhingt.
Dies ist die sogenannte Jordansche Normalform von A. Sie verallgemeinert die
bereits bekannte Diagonalform fiir diagonalisierbare Matrizen.

Die genaue Gestalt der Jordanschen Normalform von A ist mit der Gestalt des
charakteristischen Polynoms f; von A eng verkniipft. Das werden wir zum Anlass
nehmen, im ersten Kapitel die Struktur der Polynomringe IK[X] genauer zu stu-
dieren. Dabei werden wir Analogien zu den Ringen der ganzen Zahlen Z und den
Restklassenringen Z/n’ besonders herausarbeiten. Ein erfreulicher Nebeneffekt
dieser Untersuchungen wird sein, dass wir bereits einige einfache Verfahren aus
der Kryptographie verstehen konnen.

1 Teilbarkeit in Ringen

Sofern nicht anders angegeben, sei in diesem Kapitel stets R ein Ring mit Eins.

1.1 Einheiten, Ideale und Teilbarkeit

Einer der einfachsten uns bekannten Ringe ist der Ring 7Z der ganzen Zahlen. Die
einzigen multiplikativ invertierbaren Elemente von Z sind —1 und +1, und jedes
Element n € Z lésst sich als Produkt

— VI Vi
n_pl pk

von verschiedenen Primzahlen py, ..., p; darstellen. Diese Darstellung ist eindeu-
tig bis auf die Reihenfolge und das Multiplizieren einiger p; mit einem Faktor —1;
so ist etwa

60 =2%-3-5=(-5)-2%-(-3).

Die Vielfachen einer Zahl a bilden die Menge aZ, und ist n ein Vielfaches sowohl
von a als auch von b, so gilt
n € aZ. N b7.
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Insbesondere gilt mit der obigen Primfaktorzerlegung:
nep'Zn...npre.

Gilt |a| > |b| fiir zwei nicht-invertierbare Elemente a, b € Z\{%1}, so konnen wir
Division mit Rest durchfiihren. Dies liefert

a=q-b+r,

wobei fiir den Rest r stets |r| < |b| gilt. In der Sprache der Kongruenzen bedeutet
dies
a=rmodb bzw. a=reZ/bZ

und a ist genau dann durch b teilbar, wenn r = 0 gilt. Durch wiederholtes Anwen-
den der Division mit Rest (diesmal auf b und r) konnen wir den grof3ten gemein-
samen Teiler von a und b ermitteln (Algorithmus 1.28).

Im Ring 7 ldsst es sich also sehr angenehm rechnen. In diesem Kapitel wollen
wir uns mit Ringen R beschiftigen, die dhnlich gutartige Eigenschaften haben wie
Z.. Dazu werden wir alle der oben angefiihrten Eigenschaften von Z fiir abstrakte
Ringe verallgemeinern und dann die Klasse derjenigen Ringe studieren, die diese
verallgemeinerten Eigenschaften besitzen (die wir als euklidische Ringe kennen-
lernen werden). Besonders interessant ist dabei der Ring IK[X] der Polynome iiber
einem Korper K.

Zunichst untersuchen wir die multiplikativ invertierbaren Elemente von R.

Definition 1.1 Es sei R ein Ring mit Eins. Ein Element x € R hei3t Einheit, falls
ein Element x” € R existiert, so dass gilt:

x-xX=1=x"-x

Wir schreiben x~! fiir x’. Die Menge aller Einheiten von R heit Einheitengruppe
und wird mit R* bezeichnet.

Hilfssatz 1.2 Die Einheitengruppe R* bildet mit der Multiplikation von R als Ver-
kniipfung eine Gruppe mit neutralem Element 1.

Bewers: Die Multiplikation in R ist assoziativ, da R ein Ring ist. Es ist 1 € R*, da
1 - 1 = 1. Nach Definition von R* existiert fiir jedes x € R ein inverses Element
x~! € RX. Fiir x, y € R* gilt (wegen der Assoziativitiit)

Cyy'x ) =1=@"x "y,

also (xy)~' = y~'x~!. Somit ist R* unter der Multiplikation abgeschlossen. m
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Beispiel 1.3 (Einheitengruppen)

(a)

(b)

()

(d)

(e)

Fir R = 7 1st
7Z* =1{-1,1}.

Es sei R = 7/67. Damit eine Klasse n = n + 67 eine Einheit in 7 /67 ist,
muss ein m € 7 existieren, so dass gilt:

n-m=1,
was dquivalent ist zu
n-m=q-6+1

fiir ein geeignetes g € Z. Von den Zahlen von 1 bis 6 erfiillen dies 1 und 5:

1-1=0-6+1,
5.5=4.6+1.

Die iibrigen Zahlen n = 2,3,4,6 haben jeweils einen Primfaktor p (ent-
weder 2 oder 3) mit 6 gemeinsam. Damit ist n - m = g - 6 + 1 dquivalent
Zu

n-m—q-6=1¢ pZ,
| —
epZ

ein Widerspruch. Also ist

(Z/6Z)* = {1,5}.

Fiir einen Korper K sind nach Definition alle Elemente x € IK\{0} invertier-
bar. Somit ist

K* = K\{0).

Im Polynomring IK[X] iiber dem Korper K sind die invertierbaren Elemente
genau die konstanten Polynome # 0, also

K[X]* = K.

Im Ring K™ der n X n-Matrizen iiber K ist die Einheitengruppe (nach
Definition) die allgemeine lineare Gruppe,

(K™ = GLJ(K).
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Wir iiberlegen nun, welche Eigenschaften ein Ring besitzen muss, um &hnliche
Teilbarkeitseigenschaften wie 7Z zu haben. Zunichst verlangen wir dazu, dass der
Ring R kommutativ sei, denn sonst wiirde aus

a - b = c (fiir ein geeignetes b)
nicht automatisch folgen, dass auch
b’ -a = c (fuir ein geeignetes b’)

gilt. Wir miissten im nicht-kommutativen Fall also eine lidstige Unterscheidung
zwischen ,,Linksteilern* und ,,Rechtsteilern* machen. Auflerdem gilt fiir alle a €
7, die Kiirzungsregel

s<ausa #0unda-b =a-c folgt b =",

die wir auch im allgemeineren Fall behalten wollen. Daher verlangen wir, dass
der Ring R nullteilerfrei sei, denn daraus folgt sofort diese Kiirzungsregel.

Definition 1.4 Ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins heif3t integer (oder
Integrititsbereich).

Beispiel 1.5 Die Ringe Z und K[X] sind integer. Falls n keine Primzahl ist, be-
sitzen die Ringe 7Z/nZ Nullteiler und sind somit nicht integer. Da sie aber durch
Quotientenbildung aus dem integren Ring 7 konstruiert wurden, konnen viele Ei-
genschaften von 7Z/n7Z aus den Teilbarkeitseigenschaften in 7 abgeleitet werden
(wie etwa in Beispiel 1.3 (b) geschehen).

Definition 1.6 Es sei R ein integrer Ring.

(a) Es seien x,y € R. Wir sagen, x teilt y (geschrieben x | y), falls ein g € R
existiert mit g - x = y.

(b) Es seien xi,...,x; € R. Ein Element g € R heift grofiter gemeinsamer
Teiler von xi,..., x; (geschrieben g = ggT(xy, ..., x;)), falls gilt
e g istein Teiler der Elemente xi, ..., xy,
e ist d € R ein weiterer Teiler der Elemente xi, ..., xx, so ist d auch ein
Teiler von g.

(c) Gilt ggT(xy,...,x) =1,s0 heilen xy,..., x; teilerfremd (oder coprim).

Bemerkung 1.7 Der ggT ist nur eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit
einer Einheit. Die Schreibweise ggT(x, y) = g bedeutet also, dass fiir jedes u € R*
das Element u - g ebenfalls ein ggT von x und y ist.
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Konvention: Im Fall R = Z bezeichnen wir mit ggT(a, b) stets den positiven
groften gemeinsamen Teiler von a und b; im Fall R = K[X] bezeichnen wir mit
ggT(a, b) stets das normierte Polynom, das grofter gemeinsamer Teiler von a und
b ist. Dadurch wird die Schreibweise eindeutig.

Bemerkung 1.8 Fiir alle x € R gilt 1 | x und x | 0. Andererseits gilt fiir x # 0
immer O 1 x.

Aufgabe 1.9 Die Teilbarkeitsrelation | ist eine Quasiordnung auf R, d.h. sie ist
reflexiv und transitiv.

Aufgabe 1.10 Aus x|y und x | z folgt x | y + z.
Bemerkung 1.11 Es gilt

ggT(x1, x2, x3) = ggT(ggT(x1, X2), X3),

denn fiir jeden Teiler d von ggT(x;, x,) und x5 gilt insbesondere d | x;, d | x,, und
somit d | ggT(xy, x», x3) nach Definition des grofiten gemeinsamen Teilers.

Hilfssatz 1.12 (Kiirzungsregel) Es sei R ein integrer Ring und a, x,y € R, a # 0.
Wenn a - x = a - y gilt, dann gilt bereits x = y.

Beweis: Die Bedingung a - x = a - y ist d4quivalent zu a - (x —y) = 0. Daa # 0 und
R nullteilerfrei ist, muss x — y = 0 gelten, also x = y. [

Definition 1.13 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Teilmenge 3 € R
heil3t Ideal in R, wenn gilt:

(1) 3 ist eine additive Untergruppe von R, d.h. 0 € J und aus x,y € J folgt
x+yeJund —x € 3.

(i) Firallere Rund x e 3 giltr- x € 3.

Man beachte, dass Ideale in der Regel keine Teilringe von R sind, da wir nicht
verlangen, dass 1 € J gilt (in der Tat ist R selbst das einzige Ideal, das 1 enthilt).

Definition 1.14 Fiir x € R nennen wir
(xy={r-x |reR}
das von x erzeugte Hauptideal in R. Allgemeiner schreiben wir
X1y xy={rn-x1+...+r,-x,|r1,...,1r, €R}

fiir das von den Elementen xy, ..., x,, € R erzeugte Ideal in R.
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Beispiel 1.15 (Ideale)

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

In jedem Ring R sind R selbst und {0} Ideale, die trivialen Ideale.

Im Ring 7 der ganzen Zahlen ist fiir jedes n € Z die Menge nZ ein Ideal,
denn fiir a, b € Z gilt an + bn = (a+ b)n € nZ und a(bn) = (ab)n € nZ. Das
Ideal n’Z ist ein Hauptideal mit Erzeuger n.

Es sei R = K[X]. Fira € K
X-ay={h-X-ao) | heK[X]}
das Ideal aller Polynome, die « als Nullstelle haben.

Allgemeiner erzeugt jedes Polynom f € K[X] ein Ideal (f) in K[X], das
alle Vielfachen von f enthilt. Ist deg(f) = 0, also f € IK\{0}, so ist {(f) =
K[X]. Andernfalls ist ( f) ein echtes Ideal in IK[X].

Der von f in [K[X] erzeugte Untervektorraum [ f] ist eine echte Teilmenge
des Ideals (f):

[f1=A4-flAae K} ih- f|heK[X]}={f)

Es sei ® : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraumes V. Dann ist

So = {f € K[X]| f(®) = 0}

ein Ideal im Polynomring K[X], ndmlich der Kern des Einsetzungshomo-
morphismus
K[X] = End(V), f+— f(D).

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist das charakteristische Polynom fq
von @ ein Element von J¢. Aus Satz 1.33 folgt, dass 3¢ ein Hauptideal ist.
Der normierte Erzeuger von 3¢ heifft Minimalpolynom von O.

Hilfssatz 1.16 Es sei ® : Ry — R, ein Homomorphismus von Ringen. Dann ist
Kern ® = {x € R| | ®(x) = 0} ein Ideal in R;.

Beweis: Es seien r € Ry und x, y € Kern ®. Da ® ein Homomorphismus ist, gilt

Ox+y) =0x)+DP(y)=0+0=0,
O -x)=0(r) - P(x) =Dd(r)-0=0.

Somit x + y, r - x € Kern @, d.h. Kern ® ist ein Ideal. [ ]
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Aufgabe 1.17 Ein Ideal 3 enthélt genau dann eine Einheit # € R*, wenn 3 = R
gilt.

Aufgabe 1.18 Ist K ein Korper, so sind die einzigen Ideale in K die trivialen.
Teilbarkeit 1dsst sich auch mit Hilfe der Ideale eines Ringes charakterisieren:

Satz 1.19 Es sei R ein integrer Ring und x,y € R.

(a) Es gilt x | y genau dann, wenn (y) C {x).
(b) Es gilt (x) = (y) genau dann, wenn x = u - y fiir eine Einheit u € R*.

(c) Falls{x,y) ={g), soistg = ggT(x,y).

(d) Falls {x,y) = R, so sind x, y teilerfremd.
BEWEIS:

(a) Es gilty = r- x fiir ein r € R genau dann, wenn y ein Element von (x) ist.

(b) Gilt x = u -y, so gilt auch y = u~! - x. Mit Teil (a) folgt nun {(x) C (y) und
(y) C (x), also {x) = (y).

Gilt umgekehrt r - x = yund s - y = x, so gilt srx = x. Kiirzen von x liefert
sr = 1, und somit sind r, s € R*. Dann erfiillt u = s die Gleichung x = u - y.

(c¢) Nach Voraussetzung gibt es a,b € R mit g = ax + by. Da x,y € (g), ist g
ein Teiler von x und y. Fiir jeden gemeinsamen Teiler d von x und y folgt
daraus d | g. Somit ist g = ggT(x, y).

(d) Folgt aus der vorigen Aussage und Aufgabe 1.17. [

Die entsprechenden Aussagen gelten fiir eine beliebige Anzahl von Elementen
X1,...,Xx €R.

Als Primzahlen bezeichnet man oft diejenigen p € N, die ,,nur durch sich selbst
und 1 teilbar sind*. Da wir den Ring Z O N betrachten, miissen wir aber auch —1
noch als Teiler zulassen. Allgemeiner wollen wir fiir Primelemelemente alle Ein-
heiten als Teiler zulassen, womit die Bedingung ,,prim* bedeuten soll, dass p zu
allen Elementen aus R\R* teilerfremd ist. Wir geben hier eine noch allgemeine-
re Definition, die aber (wie wir spiter sehen werden) in den fiir uns interessanten
Fillen genau die obige Bedingung wiedergibt. Aus praktischen Griinden schlieBen
wir dabei die Einheiten von vornherein aus der Definition aus.



8 1 Teilbarkeit in Ringen

Definition 1.20 Es sei R ein integrer Ring und p € R\R*, p # 0.

(a) p heiBit irreduzibel, falls aus einer Zerlegung p = x-y stets folgt, dass eines
der beiden Elemente x oder y eine Einheit ist.

(b) p hei3t prim (oder Primelement), falls aus p | x - y mit x,y € R stets p | x
oder p | y folgt.

Hilfssatz 1.21 Ist p € R ein Primelement, so ist p auch irreduzibel.

Bewers: Es sei p = x - y, insbesondere ist p dann ein Teiler von x - y. Da p prim
ist, gibt es ein a € R, so dass (ohne Einschrinkung) gelte: p - @ = x. Dann gilt

p=x-y=p-a-y
und wegen der Kiirzungsregel gilt dann
l=a-y.
Also ist y € R*. Somit ist p irreduzibel. [

Beispiel 1.22 (Primelemente)

(a) Die Primelemente in 7 sind genau die Elemente +p, wobei p die Menge
der Primzahlen {2, 3,5,7, 11, ...} durchlduft.

(b) In C[X] sind die Primelemente genau die Polynome
p=a1X + ay,

wobei a; € C*, ayp € C. Dies ist eine Folge des Fundamentalsatzes der
Algebra und wird in Abschnitt 1.3 wieder aufgegriffen.”

(¢) In R[X] sind die irreduziblen Polynome von der Form
p2611X+ClO oder q=b2X2+b]X+b0,

wobei ay, b, € R*, ag, by, by € R, so dass das Polynom ¢ keine reelle Null-
stelle hat. Beispielsweise ist das Polynom X? + 1 irreduzibel in R[X], da es
nur die Nullstellen i und —i in C hat.

DBei Polynomen ist es iiblich, den Begriff irreduzibel anstelle von prim zu verwenden. Die
beiden Begriffe stimmen in diesem Fall nach Satz 1.33 iiberein.
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(d) In Polynomringen iiber anderen Korpern lassen sich die irreduziblen Poly-
nome in der Regel nicht so einfach charakterisieren. Die Polynome a; X + ay
vom Grad 1 sind immer irreduzibel, aber im Allgemeinen gibt es noch wei-
tere. Es gibt eine Reihe von Kriterien, mit denen man auf Irreduzibilitit prii-
fen kann, siehe Kapitel 2.8 in Bosch [1]. Beispielsweise ist fiir jede Primzahl
p € N das Polynom X?~! + X2 + ... + X + 1 irreduzibel in Q[X], und das
Polynom X? — X — 1 ist irreduzibel in I',[X].

Idealtheoretisch ldsst sich die Primeigenschaft so formulieren:

Definition 1.23 Ein Ideal * in einem Ring R heif3t Primideal, wenn fiir alle x, y €
R aus x - y € P stets x € P oder y € P folgt.

Hilfssatz 1.24 Sei R ein integrer Ring und p € R prim. Dann ist das Hauptideal
(p) ein Primideal.

Beweis: x -y € (p) bedeutet p | x-y. Also p | x oder p | y, was wiederum bedeutet
x € (p)yoder y € (p). [ ]
Um weitere Eigenschaften der ganzen Zahlen Z (wie z.B. die eindeutige Prim-
faktorzerlegung oder die Moglichkeit, den ggT zu berechnen) verallgemeinern zu
konnen, miissen wir die Klasse der Ringe, die wir betrachten, noch weiter speziali-
sieren. Insbesondere wollen wir eine Division mit Rest durchfiihren konnen. Diese
Ringe sind Gegenstand des nichsten Abschnitts.

1.2 Euklidische Ringe

Definition 1.25 Ein integrer Ring R heif3t euklidischer Ring, falls es eine Funk-
tion 6 : R — Ny gibt, so dass Folgendes gilt: Fiir alle a,b € R gibt es eine
Darstellung

a=q-b+r (1.1)
mit g, r € R, wobei r = 0 oder 6(r) < 6(b).

In anderen Worten: In euklidischen Ringen ist Teilen mit Rest moglich. Falls die
Division nicht aufgeht, ist der Rest r kleiner (bzgl. ¢) als der Divisor b.

Beispiel 1.26 (Euklidische Ringe)

(a) Der Ring 7 ist ein euklidischer Ring mit 6(n) = |n|. Fiir die ganzzahlige
Division schreiben wir ¢ = a + b, mit g, a, b wie in (1.1).
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(b) Der Polynomring IK[X] ist ein euklidischer Ring mit 6(f) = deg(f) fir

f # 0und 6(0) = 0. Dies sieht man mit Hilfe der Polynomdivision: Es seien
f>9 € KIXI\{0} und

f=a,X"+...+a;X+ay, g=bX"+...+bX+b,.

mit a,,, b, # 0, wobei wir m > n annehmen (also deg(f) > deg(g)). Dann
setze

Am m—n
qo = b_,,X

und erhalte (nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen nach Potenzen)
fi=f-q0-9= (am - Z—mbn)X’” + (am_1 - Z—mbn_l)X’"‘l +...
=0
Falls f; = 0, so erfiillen r = f; und g = g, die Bedingung (1.1). Falls f; # 0,
so ist deg(f1) < m — 1 < deg(f). Mit Induktion liber m = deg(f) diirfen wir

annehmen, dass es eine Zerlegung f; = ¢q,-g+r gibt, so dass deg(r) < deg(g)
erfiillt ist. Nun ist

f=@+q)-g+r
die gesuchte Zerlegung (1.1) fiir f mit deg(r) < deg(g) und g = g; + qo.

Beispiel 1.27 Es seien f = 2X* + X2 - 3X +2,9 = -X>+ X — 1 € R[X]. Wir
bestimmen mit Hilfe der Polynomdivision wie in Beispiel 1.26 die Elemente ¢, r €
R[X],sodass f =q-g+r:

e Setze gy = —2X*. Dannist fi = f —qo-g = 2X> — X> - 3X + 2.
e Setze g; = —2X. Dannist fo = fi —q1 - g = X> = 5X + 2.

e Setze ¢, = —1.Dannist f3 = o, —q>-g = —4X + 1. Nun ist deg(f;) < deg(g)

und fiir ¢ = go + g1 + q» = —2X*> - 2X — 1 gilt

-4X+1=fi=H-q 9
=(i-q1PD-q-9=fi—-(@+q)-g
=(f-q-9-(@+q)-9g
=f-(@+q+q) g
=f-q-9

Der Divisionsrest ist somit r = f3 = —4X + 1.
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Algorithmus 1.28 (Euklidischer Algorithmus) Es sei R ein euklidischer Ring
und a, a; € R. Teile solange mit Rest,

a1 =¢q;-a; +a (mlt 6(ai) > 5(61,‘.,_1)) fiiri = 1, R (5 (12)
bis nach endlich vielen Schritten der Rest a,,,; = O bleibt. Dannista, = ggT(ay, a;).

Bewers: Da die Folge der 6(a;) streng monoton féllt und > O ist, endet der Algo-
rithmus nach endlich vielen Schritten.

Der Algorithmus hat die Schleifeninvariante ggT(a;_1,a;) = ggT(a;, a;yy) firi =
1,...,n: Ist g = ggT(a;,a;1), so gilt d | g fiir jeden gemeinsamen Teiler d € R
von a; und a;;;. Nach der Definition von a;,; in (1.2) ist d genau dann ein Teiler
von g; und a,,1, wenn d ein Teiler von a; und a;_; ist. Also gilt auch d | g fiir jeden
gemeinsamen Teiler von g; und a;_;, d.h. g = ggT(a;_1, a;).

Im letzten Schritt des Algorithmus gilt nun ggT(ay,a,) = ggT(a;,ax) = ... =
geT(a,, a,s1) = ggT(ay, 0) = a,.

Folgerung 1.29 (Lemma von Bézout) Es sei R ein euklidischer Ring und a,b €
R. Es gibt s,t € R, so dass

ggT(a,b) = sa+ tb. (1.3)

Beweis: Zum Beweis verwenden wir eine erweiterte Variante des euklidischen
Algorithmus (mit Notation wie im Beweis von Algorithmus 1.28 und ay = a,
a; = b): Der Algorithmus liefert eine Folge von Resten

aiy1 = ai1 — q; - a;, i=1,...,n

wobei a, = ggT(ag, a;) und a,,; = 0. Dies ldsst sich durch Matrizen ausdriicken:

a \ _ a;_1 . _ 0 1
)=o) ey )

In der erweiterten Form des euklidischen Algorithmus berechnet man in jedem
Schritt die Matrix A; = Q; - A;_, wobei Ay = I,. Wenn der Algorithmus nach n
Schritten endet, gilt

ggT(aO’al) | an ) _ ap) _ ap
i e R R

Die gesuchten Elemente s, f sind also die Eintrdge in der ersten Zeile der Matrix
Ap=(5 ) u
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Bemerkung 1.30 Obwohl der euklidische Algorithmus fiir R = 7Z einer der ilte-
sten und einfachsten Algorithmen iiberhaupt ist, gestaltet sich die Analyse seines
Aufwands keineswegs einfach. Der Aufwand des Algorithmus wird dadurch be-
stimmt, wie oft die Division mit Rest (1.2) durchgefiihrt werden muss. Nehmen
wir 0 < a; < ag an. Fiir die Folge der Divisionsreste in (1.2) gilt

ay>ay>...>a, >0.
Fiir die Quotienten ¢g; = a;_; +a; der ganzzahligen Divisionen in (1.2) gilt demnach
gi>21firl<i<n-1, ¢g,>2. (*)
Fiir 1 <i <n -1 liefert dies
ai-1 = a;q; + ain
> ain1qi + diyy
= a1(gi +1)

und folglich

n—1

n—1
l_[ a1 > l_[ aivi(gi + 1).
i=1

i=1
Die Faktoren a», as, . . ., a,_» tauchen auf beiden Seiten auf und konnen daher raus-
gekiirzt werden:

n—1
aopdy > ay-10y rl(ql + 1)
i=1

n—1
=g, | |+ 1.
i=1

Mit (%) und ay > a; konnen wir dies weiter abschiitzen zu

aé = apay
>at-2-2m!
= 2" ggT(ao, @)’
> 2"
Es folgt
2log(ag) > n.

Der Anzahl der Schleifendurchldufe des Algorithmus liegt also in O(log(m)) fiir
m = max{|ao|, |a;|}. Der ungiinstigste Fall tritt fiir ggT(f,, f,) ein, wobei f, die
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nte Fibonacci-Zahl ist (definiert durch f,,,1 = f, + f,-1 mit f; = 1, fo = 0). In die-
sem Fall benotigt der Algorithmus fiir n > 1 genau n—1 Schleifendurchlédufe. Eine
noch genauere Analyse ist in Knuth [8], Abschnitt 4.5.3, zu finden. Fiir Polynome
liegt der Aufwand des Algorithmus in O(m?), wobei m = max{deg(ay), deg(a;)},
sieche Lipson [11], Abschnitt VII.2.2.

Bemerkung 1.31 Nach Bemerkung 1.11 kann der (erweiterte) euklidische Al-
gorithmus auch verwendet werden, um den ggT von beliebig vielen Elementen
ai,...,a; € R zu berechnen und Elemente s4,...,s; € R zu bestimmen, so dass
gilt

geT(ay,...,ar) = sja; + ...+ spax. (1.4)

Beispiel 1.32 Wir demonstrieren den erweiterten euklidischen Algorithmus an
zwel Beispielen:

(a) Esseiena =21,b =8 € Z.

e ay =21,a; = 8 liefert ¢; = 2, a, = 5 und die Matrix Q; = (9 1).

e a; =8,a, =5 liefert ¢, = 1, a3 = 3 und die Matrix 0, = (9 ).

e ay =5,a; =3 liefert g3 = 1, ay = 2 und die Matrix Q3 = (9 1)).

e a3 =3,a, =2 liefert g4 = 1, as = 1 und die Matrix O, = (9 1)).

e ay =2,as = 1 liefert g5 = 2, ag = 0 und die Matrix Qs = (9 1,). Der
Algorithmus endet in diesem Schritt, da ag = 0.

Somit ist
ggT(21,8) =as =1

und

0 1\fo 1\f0 1\f0o 1\f0 1)_(-3 8
A5:Q5Q4Q3Q2Q1:(1 —2)(1 —1)(1 —1)(1 —1)(1 —2):(8 -21

Die Elemente in der erste Zeile von As erfiillen

1=(-3)-21+8-8.

(b) Esseiena = X3 + X2 -2X°, b = - X6 - X° + X* + X? + 2X? - 2 € R[X]
(die auftretenden Polynomdivisionen in den einzelnen Schritten fithren wir
nicht aus):

o qy = XB+ X2 -2X%a, = X0 -X+X*+ X>+2X? - 2 liefert
=X -X-X-X,a = X’ + X* — 2X und die Matrix Q, =

(T rexorsen)
1 X7T+X5+X3+X )

)
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o a =X -X+X*+ X3 +2X>-2,a, = X° + X* = 2X liefert ¢, = —X,
a; = X* + X* — 2 und die Matrix Q, = (9 1).

o a, = X+ X*-2X,a; = X*+ X? -2 liefert g3 = X, as = 0 und
die Matrix Q3 = (9 ;). Der Algorithmus endet in diesem Schritt, da
as = 0.

Somit ist

geT(XP + X2 —2X°, X0 - X+ X'+ X> +2X* - 2)
=3 =X"+X -2

und

0 1)\/0 1)\(0 1
As = Qs = (1 —X)(l X)(l X+ X+ X3 +X)
X XX+ X+ X+
“\1-Xx? -X° ’
Die Elemente in der erste Zeile von As erfiillen
X4X3-2 = X-(XB4+X22X)+ (X B+ X0+ X+ X2+ D) (- X - X0+ X+ X +2X%-2).

Satz 1.33 Es sei R ein euklidischer Ring.

(a) Jedes Ideal 3 in R ist ein Hauptideal (d.h. es gibt x € R, so dass J = (x)).

(b) Ein Element p € R ist genau dann irreduzibel, wenn es ein Primelement ist.
BEewEIs:

(a) Essei x € 3, x # 0, so dass 6(x) minimal ist unter allen Elementen aus 3
(das ist moglich, da 6 nur Werte aus Ny annimmt). Da R euklidisch ist, gibt
es fiir jedes y € J Elemente ¢, r € R mit y = gx + r, wobei 6(r) < d(x) oder
r = 0. Nunistaber r = y — gx € 3, also r = 0 wegen der Minimalitiit von x.
Somit y € (x), und da y beliebig gewihlt war, folgt I = (x).

(b) Ein Primelement ist irreduzibel nach Hilfssatz 1.21.

Nun sei p irreduzibel und es gelte p | xy fiir gewisse x, y € R. Angenommen,
p 1 y. Wir miissen zeigen, dass p | x gilt. Es sei g = ggT(p,y). Da p
irreduzibel und g | p, gilt p = hg mit g € R* oder h € R*. Wire hier
h € R, so wire h™!p ein Teiler von y, und somit auch p ein Teiler von
y, im Widerspruch zur Annahme. Also ist g € R*. Mit dem erweiterten
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euklidischen Algorithmus konnen wir nun Elemente s, € R bestimmen,

die

g=sp+ty
erfiillen. Da g eine Einheit ist, konnen wir dies mit xg~! multiplizieren und
erhalten

X = xg_lsp + xg_lty = xg_lsp + g_ltxy.

Nach Voraussetzung teilt p beide Summanden auf der rechten Seite, und
somit p | x. Insgesamt folgt, dass p | xy stets impliziert, dass p wenigstens
eines der Elemente x oder y teilt. Somit ist p prim. [

Satz 1.34 (Eindeutige Primfaktorzerlegung) Sei R ein euklidischer Ring. Jedes
Element x € R\R*, x # 0, hat eine Zerlegung

X=pi Dr (1.5)

wobei die py, . .., p Primelemente in R sind. Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf
die Reihenfolge und Multiplikation der p; mit Einheiten aus R*.

Beweis: Zunichst zeigen wir die Existenz:

Sei x € R\R*, x # 0. Nach Satz 1.33 sind Primelemente in R das selbe wie irredu-
zible Elemente. Ist x selbst irreduzibel, so ist x = p;. Andernfalls ist x ein Produkt
X = xy; mit x;,y; ¢ R*. Falls x;,y; nicht beide irreduzibel sind, zerlege sie
weiter, bis alle Faktoren irreduzibel sind und erhalte so die Primfaktorzerlegung.
Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab: Haben wir niamlich eine
Folge von Elementen x; € R\R* mit der Eigenschaft x; | x;_; firi = 1...,nund
Xo = x, so gilt nach Satz 1.19

(x0) C{x1) C{x2) C ...

Dann ist I = | J;2,(x;) ein Ideal in R und nach Satz 1.33 sogar ein Hauptideal. Es
gibt also ein z € R mit (z) = I = [J2,(x;). Dann muss aber z € (x,,) gelten fir
ein gewisses m > 0. Das bedeutet (z) = (x;) fiir alle i > m. Nach Satz 1.19 (b)
unterscheiden sich die x; fiir i > m also nur um einen Faktor aus R* von x,,. Dies
ergédbe einen Widerspruch, wenn wir das obige Verfahren beliebig lange fortsetzen
konnten.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit:

Es sei x = g, -+ - q; eine weitere Primfaktorzerlegung der Form (1.5), wobei wir
ohne Einschrinkung k > j annehmen. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion
iber k: Falls k = 1, so ist x selbst prim, also auch j = 1 und p; = ¢; = x. Ist
k > 1, so muss der Primfaktor p; einen der Faktoren ¢; teilen; nehmen wir ohne
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Einschrinkung an, es sei g;. Da g; selbst prim (also irreduzibel) ist, unterscheiden
sich g; und p; nur um einen Faktor u € R*. Mit der Kiirzungsregel (Hilfssatz 1.12)
folgt
P W' pie) =g g

Die linke Seite hat nun einen Primfaktor weniger als x, also konnen wir auf sie die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Das bedeutet k — 1 = j — 1 und p; = u;qq()
fiir u; € R* und eine geeignete Permutation o € S;_;. Zusammen mit p; = ugy
folgt die Behauptung. [

Als Anwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung kdnnen wir nun einen der
dltesten mathematischen Sitze beweisen:

Satz 1.35 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen in N (bzw. in 7).

Bewers NacH EukLip: Angenommen, es gibe nur endlich viele positive Primzahlen
Pis---spn-Setzek =1+ py---p,. Firi = 1,...,n gilt k = 1 mod p;, also ist k
durch keines der p; teilbar. Aber k ist auch keine der Einheiten +1 von Z. Also
muss die Primfaktorzerlegung von k noch weitere Primzahlen enthalten, die nicht
Zu py, ..., p, gehoren, im Widerspruch zur Annahme. ]

Aufgabe 1.36 Ahnlich kann man zeigen, dass der Polynomring IK[X] unendlich
viele irreduzible Polynome enthilt (dies ist bereits klar, falls I kein endlicher
Korper ist, da ja alle Polynome der Form X + a mit a € K irreduzibel sind).

Wir betrachten einen weiteren Beweis von Satz 1.35 von Euler, der Methoden aus
der Analysis verwendet.

Beweis NacH EULER: Angenommen, es gébe nur endlich viele positive Primzahlen
p1 < P2 <...<py Firl <i < ngilt mit der Formel fiir die geometrische Reihe

wobei die Reihe konvergiert, da 0 < |p;'| < 1. Folglich ist der folgende Ausdruck
ein Produkt reeller Zahlen:

T () (2
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Die letzte Gleichheit gilt, da als Folge von Satz 1.34 die Ausdriicke p'l" ol
samtliche natiirliche Zahlen m € N durchlaufen. Die Reihe },-_, % ist aber di-
vergent, stellt also keine reelle Zahl dar. Aus diesem Widerspruch folgt, dass es
unendlich viele Primzahlen geben muss. |

1.3 Nulistellen von Polynomen

Im euklidischen Ring R = K[X] erhalten wir wichtige Zusammenhinge zwischen
Teilbarkeit und Nullstellen von Polynomen:

Satz 1.37 Essei f € K[X] und «, 8 € K. Dann gilt Folgendes:

(a) Esseig € K[X], g # 0, mit g(a) = 0. Ist r = f — qg der Rest nach
Polynomdivision, so gilt

r(a) = f(@).
(b) X — «a teilt f genau dann, wenn f(a) = 0.
(¢) X — a, X — B sind teilerfremd genau dann, wenn « # f3.

(d) Istn = deg(f), so hat f hochstens n Nullstellen in K.
BEWEIS:

(a) Esist f(a) = f(a) -0 = f(a) - g(a)g(a) = r(a).

(b) In (a) mit g = X — a ist r eine Konstante, also r = f(@). AuBlerdem ist X — «
genau dann ein Teiler von f, wenn der Divisionsrest r = 0 ist.

(c) Der Divisonsrest bei Polynomdivision von X — @ durch X — S ist 5 — a.

(d) Jede Nullstelle A von f liefert nach (b) einen irreduziblen Teiler X — A von
f. Die Nullstellen sind eindeutig bestimmt, da die Primfaktorzerlegung ein-
deutig ist. Gidbe es m > n Nullstellen, so hitte das Produkt von m Linear-
faktoren den Grad m > deg(f), Widerspruch. ]

Wir erinnern an den Fundamentalsatz der Algebra, dessen Beweis im Rahmen der
linearen Algebra nicht moglich ist. Er ist in Bosch [1], Abschnitt 6.3, zu finden.

Satz 1.38 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom in C[X] vom Grad >
1 hat eine Nullstelle in C.
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Folgerung 1.39 Jedes Polynom f € C[X] vom Grad n > 1 zerfillt in n Linear-
faktoren,

f=a-X-2) - (X=4),

mit a € C*, wobei die A, ..., A, € C nicht zwingend verschieden sein miissen.

Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat f eine Nullstelle 4;, und
somit nach Satz 1.37 (b) den Teiler X — A;. Es gibt also ein Polynom 4 vom Grad
n— 1 mit f = (X — Ay) - h. Mit Induktion kann man nun schlieBen, dass 2 inn — 1
Linearfaktoren zerfillt, womit die Behauptung gezeigt ist. [

1.4 Quotientenringe

Man kann sich vorstellen, dass 7 /n7Z aus Z entsteht, indem man in Z die zusitz-
liche Rechenregel ,,n = 0 einfiihrt. Mit dieser neuen Rechenregel sind natiirlich
auch alle Vielfachen kn identisch O, und Elemente a, b € Z, die sich nur um ein
Vielfaches von n unterscheiden (d.h. a = b + kn fiir ein geeignetes k), sind mit der
neuen Rechenregel nicht mehr unterscheidbar. Dies driicken wir mit der Schreib-
weise

a=bmodn

aus. Solche Elemente werden in der Restklasse a = a + nZ zusammengefasst.
Dann ist Z/n”Z die Menge all dieser Restklassen, und mit den von Z induzierten
Operationen + und - ist Z/n”Z ein Ring.

Diese Idee des ,,Einfithrens neuer Rechenregeln® wollen wir nun auf beliebige
Ringe verallgemeinern. Dazu iiberlegen wir, wie sich das obige Beispiel 7 /n”Z
mit den in den vorigen Kapiteln eingefiihrten Begriffen formulieren lésst: Es ist
nZ, = (n), das von n erzeugte Ideal, und die kanonische Projektion 7 : Z —
Z[nZ, a — a ist ein Ringhomomorphismus mit Kernn = nZ. Die Bedingung
a = b mod n ist dquivalent zu a — b € n’Z.

Dies ldsst sich auf einen beliebigen Ring R iibertragen, indem man ein Ideal 3 C R
auswihlt und diejenigen Elemente a, b € R als dquivalent auffasst, diea — b € 3
erfiillen. Die Idee hierbei ist, dass J genau diejenigen Elemente enthélt, die nach
dem Einfiihren neuer Rechenregeln auf 0 gesetzt worden sind. Daher bezeichnet
man die Erzeuger von 3 oft als Relationen und J als das Relationenideal.

Satz 1.40 Es sei R ein kommutativer Ring und J ein Ideal in R. Dann ist die
Menge

R/IS3={Xx=x+3 |x€R} (1.6)
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ebenfalls ein kommutativer Ring, wenn man + und - iiber Vertreter x,y € R defi-
niert:

X+

Il
=

+y,

X- Y.

< =
I
~

Die kanonische Projektion m : R — R/J, x +— X ist ein surjektiver Homo-
morphismus von Ringen mit Kernnm = 3.

Beweis: Die Ringeigenschaften vererben sich ohne weiteres von R auf R/J. Es
bleibt zu zeigen, dass die Definitionen der Verkniipfungen unabhingig von der
Auswahl der Vertreter x,y (d.h. wohldefiniert) sind: Seien x — x",y —y’ € 3. Es
gilt

¥+y=xty=@-X)+@Y-y)+xX+y =x-xX+y—-y+r+y =x+y.
———————
€3

Somit ist die Addition wohldefiniert. Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation
ist die Idealeigenschaft von 3J erforderlich:

Xy=xy=((x-x)+x)-(y-y)+y)
=@ =xX)- G-y +@-X)y+x-y-y)+x -y
== G-+ =-X) g+ G-y +x -y

R

:x’~y’:?-?

Die Abbildung 7 ist nach Konstruktion ein surjektiver Homomorphismus und
Kena={xeR|n(x)=0}={x€eR|x+3I=3J}=3. [

Definition 1.41 Der Ring R/3J heifit Quotientenring von R iiber 3.

Wir sprechen auch von ,,R modulo 3 und schreiben fiir dquivalente x,y € R
x =y mod 3.

Ist 3 ein Hauptideal mit Erzeuger f, so schreiben wir (analog zum Fall Z/nZ.)
x=ymod f

oder kiirzer
X Ef y.
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Aufgabe 1.42 Ist * ein Primideal in R, so ist R/} nullteilerfrei.

Aufgabe 1.43 Ist R ein euklidischer Ring und *§ ein Primideal, so ist R/B ein
Korper.

Satz 1.44 (Homomorphiesatz fiir Ringe) Es seien R, S kommutative Ringe und
® : R — § ein Ringhomomorphismus. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
Ringhomomorphismus ® : R/ Kern® — S, so dass gilt: © ist injektiv und

Qor=0, (1.7)

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

| <

R/ Kern ®

Bewers: Definiere ® durch B
D(x) = O(x)

fiir x € R. Dies ist die Gleichung (1.7).
e @ ist wohldefiniert, denn ist x — x’ € Kern @, so gilt

D(x) = D(x) = D(x — X + x') = D(x — X) +D(xX) = D(x') = D(X).
=0

e @ ist ein Homomorphismus von Ringen: Fiir x, y € R gilt
DE+7) = O(x +y) = Ox +y) = D(x) + V) = ) + G)

und analog . . .
D(x - y) = D(X) - ().

o O ist injektiv: Es sei x € Kern 5, d.h.
0= O®X) = O(x).
Dann ist x € Kern @, also x = Kern ® = 0. Somit ist Kern ® = {0}. [ ]

Folgerung 1.45 (Isomorphiesatz fiir Ringe) Ist @ in Satz 1.44 surjektiv, so ist
® ein Isomorphismus. Insbesondere gilt

R/Kemn® = §. (1.8)
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Beweis: O ist injektiv, und da auch Bild ® = Bild ® = § gilt, ist ® bijektiv. =

Der euklidische Algorithmus liefert ein wichtiges Kriterium fiir Invertierbarkeit
in Quotientenringen.

Hilfssatz 1.46 Es sei R ein euklidischer Ring und a, x € R. Es ist x € R/{a) genau
dann invertierbar, wenn ggT(a, x) = 1 gilt.

Bewers: Falls ggT(a, x) = 1 ist, so kann man mit Hilfe des erweiterten euklidi-
schen Algorithmus Elemente s, ¢ € R finden, die

1 =sx+ta
erfiillen. Das bedeutet nichts anderes als
s-x=1mod a, (*)

alsos = X ' in R/{a).

Ist umgekehrt x invertierbar in R/{a) mit Inversem s, so folgt aus (x), dass jeder
ggT von a und x ein Teiler von 1 ist, also ein Element aus R*. Insbesondere ist
dann 1 ein ggT von a und x. |

Mit Hilfe der Quotientenbildung kann man interessante Konstruktionen durch-
fiihren, wie die folgenden Beispiele demonstrieren.

Beispiel 1.47 (Einsetzungsabbildung) Es sei R = R[X] und 3 = (X — 1). Um
das Bild der kanonischen Projektion von f = a, X" +...+a; X + ay zu bestimmen,
teilen wir mit Rest,

f=X-2) -h+r,
wobei deg(r) < deg(X — A) = 1, also r € R. Genauer gilt
fH=Q-D) -h+r=r.
Da(X—-21)-hed,ist 3 L
f=r=f.

Das Bild von m enthilt somit genau die Restklassen der konstanten Polynome.
Wenn wir nun jedes f mit seinem konstanten Vertreter f(1) identifizieren, kon-
nen wir die kanonische Projektion als Einsetzungsabbildung f +— f(A1) auffassen.
Nach dem Isomorphiesatz gilt dann

RIX]/3

IR

R.
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Beispiel 1.48 (Komplexe Zahlen) Es sei R = R[X] und I = (X* + 1). Jedes
Polynom f € R[X] ist von der Form

F=X*+1-h+@X+ap),

so dass
f=aX+aymod X + 1.

Insbesondere gilt fiir das Polynom X:

X X=X2=X2-(X2+1)=X2-X2-1=-1,
d.h. X = V-1. Dies motiviert die folgende Abbildung
R[X] - C, f ay+ia;.
Sie ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. Nach dem Isomorphiesatz ist

RIX]/(X*>+1) = C.

Am Schluss dieses Abschnitts wollen wir eine Konstruktion fiir endliche Korper
angeben. Ein endlicher Korper [' hat notwendigerweise endliche Charakteristik p
(prim). Wir kennen bereits die endlichen Korper IF, = Z/pZ.

Hilfssatz 1.49 Ist ' ein endlicher Korper mit Charakteristik p, so ist der Korper
I, ist ein Unterkorper von I,

Beweis: Die Abbildung @ : 7Z — [F, n — sgn(n) - Z'l.’ill 1 ist ein Ringhomo-
morphismus mit Kern @ = p7Z. Nach dem Isomorphiesatz gibt es einen injektiven
Korperhomorphismus @ : Z/pZ — IF,dh. I, = Bild® C IF. [ |

Folgerung 1.50 Ist ' ein endlicher Kérper mit Charakteristik p, so ist I' ein
Vektorraum iiber dem Kérper IF,. Insbesondere ist || = p*, wobei k = dimy, I

Bewers: Nach Hilfssatz 1.49 ist I¥, ein Unterkorper von IF. Also kann man die
Elemente von I mit Skalaren aus I', multiplizieren, wodurch [ zu einem I¥,-
Vektorraum wird. Da I endlich ist, muss [ endliche Dimension k iiber I', haben.
Dann gibt es p* Moglichkeiten, Linearkombinationen aus einer gegebenen Basis
von T zu bilden, d.h. F hat p* Elemente. n

Aus Aufgabe 1.36 folgt, dass es in IF,[ X] irreduzible Polynome vom Grad k > n
fiir alle n € N geben muss. Das ermoglicht uns die folgende Konstruktion:
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Beispiel 1.51 (Endliche Korper) Es seien R = IF,[X] und f € IF,[X] ein irredu-
zibles Polynom vom Grad k. Schreibe

Fpe = F,[X1/{f)-

Da f irreduzibel ist, besitzt jedes Element in I « ein Inverses, und somit ist I

tatsichlich ein Korper. Schreibe x = X. Die Elemente 1, x, x%, ..., x* ! erzeugen
IF «. Sie sind linear unabhiéngig, denn gilt

o+ aix+ax> +...+aq_xXK'=0
fiir ao, ...,ar-1 € I, so bedeutet dies, dass das Polynom i = ap + a; X + ... +
a1 X*!" im Ideal (f) liegt, also ein Vielfaches von f ist. Da deg(f) = k > k — 1
ist, muss & aber das Nullpolynom sein. Die Menge {1, x, x?, ..., x* !} ist also eine

Basis von IF  als I ,-Vektorraum.

Bemerkung 1.52 Es lisst sich zeigen, dass jeder Kérper mit p* Elementen iso-
morph ist zu dem in Beispiel 1.51 konstruierten IFx. Dies ist der Hauptsatz der
Galois-Theorie tiir endliche Korper, siehe Bosch [1], Abschnitt 3.8, Theorem 2.

1.5 Der chinesische Restsatz

Die Losung eines aufwindigen Problems kann vereinfacht werden, wenn man das
Problem parallelisieren kann. Das bedeutet, dass man das Problem in mehrere
einfacher zu l6sende Probleme aufteilt und danach aus deren Teilldsungen eine
Losung des urspriinglichen Problems rekonstruieren kann.

Das folgende Beispiel soll diese Idee illustrieren:

Beispiel 1.53 Es soll die Determinante einer Matrix A € Z%*“ berechnet werden.
Wir nehmen an, die Eintrige von A konnen im Betrag durch eine Konstante ¢
abgeschitzt werden. Mit der Leibniz-Formel fiir Determinanten schitzt man®

|det(A)] < d!c%.

Dank dieser Schranke konnen wir annehmen, dass wir anstatt in 7Z im Ring 7Z/mZ7Z.
mit einer ungeraden Zahl m > 2d!c¢ rechnen. Den Faktor 2 bendtigen wir, weil

die Zahlen 21 + 1, ..., m — 1 in Z/mZ die Zahlen —25!, ..., ~1 in Z darstellen
sollen. Fiir groBes m wird die direkte Berechnung der Determinante am Computer
sehr zeit- und speicherintensiv. Konnte man stattdessen das Problem nach Z/p’Z
mit p < m projizieren, so wiirden die Rechnungen erheblich beschleunigt. Dabei

sind zwei Dinge zu beachten:

2Es existieren bessere Abschitzungen.
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(i) Bei der Projektion Z/mZ — Z/pZ miissen die Rechnungen in Z/mZ in
Rechnungen in Z/ pZ tibergehen, d.h. sie muss ein Homomorphismus sein.
Dazu muss p ein Teiler von m sein.

(i) Damit dabei keine Information verloren geht, muss man in mehreren sol-
cher Z/p\Z, ..., 7] piZ rechnen, so dass man insgesamt m Zahlen codieren
kann. Zusammen mit (i) muss also p; - - - p, = m gelten.

Das Problem wird also von Z/mZ nach Z/p 7 X - - - X 7. pyZ iibertragen und dort
,,komponentenweise* gelost.

—e—— e em = - - == = -y - em e - ===y

Losung

| |
| | |
: Prob [ Los E
mod p; 1 77 o 7117, I
P1 | | /pl
| : : \E\L
Problem | o [
7 : o Vo
|
I 1 : : ng /:/
mod py | em ! u !
V| ZipZ : :l 2 pill :
| | |
|

Das Berechnen der Determinanten iiber Z/p;Z kann parallel erfolgen. Die Frage
ist nun, ob und wie man aus diesen Teillosungen die urspriingliche Determinante
det(A) in Z/mZ rekonstruieren kann. Wir werden feststellen, dass dies dann der
Fall ist, wenn wir py,..., p; so wéhlen, dass sie paarweise teilerfremd sind (z.B.
eine Primfaktorzerlegung von m).

Wir wollen die Rekonstruktion eines Elements in Z/mZ aus Elementen in den
7./ p;Z. an einem einfachen Zahlenbeispiel nachvollziehen.

Beispiel 1.54 Gegeben seien die Elemente 3 mod 8 € 7/87Z und 7 mod 21 €
7./217.. Gesucht ist ein x € 7, so dass gilt

x =3 mod 8,
x =7 mod 21.

Es geht also bei dem Problem darum, ein System simultaner Kongruenzen zu
16sen. Wir machen den folgenden Ansatz:

x=3+b-8.
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Dann ist die erste Kongruenz auf jeden Fall erfiillt. Nun ist b zu bestimmen, so
dass auch die zweite Kongruenz gilt:

3+b-8=7mod?21
S b8 =4mod2l.

Da 8 und 21 teilerfremd sind, konnen wir das Inverse von 8 modulo 21 berechnen,
wie in Beispiel 1.32 (a) geschehen: 1 = (=3) - 21 + 8 - &, also ist 8 das Inverse
von 8 modulo 21. Multiplizieren wir beide Seiten der obigen Gleichung mit 8, so
erhalten wir

b=4-8=11mod 21.

Also erfiillt
x=3+11-8=091

beide Kongruenzen. Alle Losungen sind durch die Menge x + (8 - 21)Z = 91 +
1687 gegeben. In der Situation von Beispiel 1.53 sind wir an der kleinsten Losung
zwischen 0 und 168 interessiert, die ja ein Element aus 7Z/1687 repridsentieren
soll. Dies ist bereits x = 91.

Nun betrachten wir die Situation allgemein fiir euklidische Ringe. Zunéchst be-
merken wir, dass fiir Ringe Ry, . .., R; auch das Produkt Ry X - - - X R ein Ring ist,
wenn wir die Verkniipfungen komponentenweise definieren:

Xts oo X))+ Wis - yi) = (1 + Y1, X+ Yi)s
(X1see s X)) - Wiy e e s yi) = (X1 Y1y oy Xk * Yi)-

Satz 1.55 (Chinesischer Restsatz) Es seiR ein euklidischer Ring und py, ..., pi €
R paarweise teilerfremd. Dann ist fiir g = p; - - - p; die Abbildung

Y : R/{(q) = R/{p1)X--XR[{pr), amodgq - (@amod py,...,amod p;) (1.9)
ein Isomorphismus von Ringen.

Bewers: Die Abbildung ist in jeder Komponente wohldefiniert: Fiir a = a’ mod ¢
gibt es ein & € R, so dass

a—a =hg=hp,--pr) = (hpy--- ppi,

also a = a’ mod p; und entsprechend fiir p,, ..., p;. Offensichtlich ist ¥ dann ein
Homomorphismus von Ringen.

Y ist injektiv: Ist a mod g € Kern'P, so gilta = 0 mod p; firi = 1,...,k. Also ist
a ein Vielfaches von jedem p;. Da die p; nach Voraussetzung teilerfremd sind, ist a
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auch ein Vielfaches von ihrem Produkt p; - - - p; = g. Also ist Kern ¥ = {0 mod ¢}
trivial und ¥ somit injektiv.

Die Surjektivitdt von ¥ folgt, wenn wir fiir jedes (a; mod py,...,a, mod p;) €
R/{p1) X -+ X R/{pi) ein Urbild bestimmen konnen. Dies ist gleichbedeutend
damit, das folgende System simultaner Kongruenzen nach x € R zu 16sen:

X = a; mod pq,

X = a; mod py.

Dann ist x mod g das gesuchte Urbild. Die Losbarkeit dieses Systems folgt aus
dem folgenden Algorithmus 1.56 (oder Algorithmus 1.57). [

Algorithmus 1.56 (Newton-Interpolation) Es sei R ein euklidischer Ring. Ge-
geben sei das nach x € R zu 16sende System

X = a; mod pq,

X = a; mod py,
mit paarweise teilerfremden py, ..., pr. Mache den Ansatz

X=X +Xp1+x3pipat+ ...+ XkpPr Pt (1.10)

und bestimmte iterativ die x;:

e Im ersten Schritt gilt

!
X = x; = a; mod py,

wir konnen also x; = a; wihlen.

e Angenommen, X, ..., X;_; seien bereits bestimmt, dann gilt
!
X=X +Xp1 +X3pip2+ ...+ XxXip1--pio1 = a; mod p;.
Umformen ergibt
Xip1:**Pil = Q; — X1 — XoP1 — X3P1P2 — -.. — Xi_1P1 -+ Piea mod p;.

Dann ist alles auf der rechten Seite der Gleichung bereits bekannt und wir
konnen nach x; auflésen, wenn wir p; - - - p;_; modulo p; invertieren konnen.
Dadie py,..., p; teilerfremd sind, ist dies nach Hilfssatz 1.46 moglich, und
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das Inverse kann mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet
werden. Es bezeichne s; das Inverse von p; - - - p,.; modulo p;. Setze

xX; = (a;— Xy —Xop1 — X3p1P2— ... — Xi_1P1° " Pic2) " Si.

Nach k dieser Schritte endet der Algorithmus und gibt eine Losung x aus.

Algorithmus 1.57 (Lagrange-Interpolation) Es sei R ein euklidischer Ring. Ge-
geben sei das nach x € R zu 16sende System

x = a; mod pq,

X = a; mod py,
mit paarweise teilerfremden py, ..., pr. Mache den Ansatz
X=aq)+aqy+ ...+ arq, (1.11)

wobei
qi = Ui > pP1-"Pi-1° Pix1 " Pk
mit unbekannten u; € R. Dann ist

!
X = a;q; = a; mod p;.

Folglich muss u; so gewihlt werden, dass

gi = Ui p1---Pi-t - Pis1 -+ P = 1 mod p;
gilt. Da p; und p;--- pi_1 - pi+1 - - px nach Voraussetzung teilerfremd sind, kann
ein solches u; mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus berechnet werden

(Hilfssatz 1.46). Nach dem Berechnen der uy,...,u; und ¢, ..., q; liefert Ein-
setzen in (1.11) eine Losung x.

Bemerkung 1.58 Hat man eine Losung x der Kongruenzgleichungen gefunden,
so ist die Menge aller Losungen gegeben durch

X+{p1- Pr)-

Dies folgt aus der Injektivitit der Abbildung ¥ im chinesischen Restsatz 1.55.
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Bemerkung 1.59 Die Newton-Interpolation hat gegeniiber der Lagrange-Inter-
polation den Vorteil, dass beim Hinzukommen einer weiteren Kongruenz x =
ar+1 mod py,; mit dem bisherigen Ergebnis weitergerechnet werden kann, indem
einfach ein weiterer Iterationsschritt angehingt wird (dagegen miissten bei der
Lagrange-Interpolation alle ¢g; neu berechnet werden). Der Vorteil der Lagrange-
Interpolation besteht darin, dass die g; nicht von den a; abhingen, also fiir feste
p; nur einmal berechnet werden miissen, um Kongruenzen mit beliebigen a; zu
16sen.

Die Namen Newton-Interpolation und Lagrange-Interpolation bezeichnen in der
numerischen Mathematik Verfahren, um das Interpolationsproblem fiir Polynome
zu 16sen: Der Wert eines Polynoms f sei an k Stellen «;, .. ., a; bekannt,

flay) =B i=1,...,k

Gesucht ist das Polynom f kleinsten Grades, das diese Gleichungen erfiillt. Dies
ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeflizienten von f, und man kann mit
den iiblichen Methoden der linearen Algebra zeigen, dass es fiir paarweise ver-
schiedene «; immer losbar ist.

Der Zusammenhang mit dem chinesischen Restsatz wird klar, wenn man sich an
Beispiel 1.47 erinnert. Die Bedingung

fla) =B

ist namlich dquivalent zu
f =B mod X — «,.

Das Interpolationsproblem kann also durch simultane Kongruenzen ausgedriickt
werden:

f=prmod X —ay,

f =Brmod X — a,

wobei die X — a; paarweise teilerfremd sind, wenn die @; paarweise verschie-
den sind (Satz 1.37 (c¢)). Wendet man die Algorithmen 1.56 oder 1.57 in diesem
Spezialfall an, so erhélt man die urspriinglichen numerischen Verfahren.

Beispiel 1.60 (Polynominterpolation) Gegeben seien die Stellen —1, 0, 1 und die
Funktionswerte

fH=2 fO=-1, f1)=1
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Gesucht ist ein Polynom f € R[X] vom Grad 2, das diese Werte annimmt. Der
Ansatz der Newton-Interpolation ist

f=A+LX+D+ X+ DX

Bestimme die f;:

e Esist f = fi =2 mod X + 1. Setze f; = 2.

o Esist f=2+ f4(X+1)=—-1mod X. DaX+ 1 =1 mod X, muss in diesem
Schritt kein Inverses bestimmt werden. Setze f, = -1 —2 = -3.

e Esist f=2-3(X+1)+f3(X+1)X =1mod X—-1.EsistX+1=2mod X—1
und X = 1lmod X -1,dh.2-3-2+f;-2-1=1mod X — 1. Setze
fi=31-2+6)=2.

Dann ist 5 5 {
f:2—3(X+1)+§(X+1)X:EXz—EX—l.

Das selbe Ergebnis leiten wir nun mit Lagrange-Interpolation her. Der Ansatz ist
=2 - XX-D+(CD - X+ DX -D+1-u;-(X+ DX
Um u;, u,, uz zu bestimmen, beachte dass

X(X-1)=2mod X + 1,
X+DH)(X-1)=-1mod X,
X+DX=2mod X -1,

alsosetze u; = 5, ur = —1, u3 = % Damit ist

1
2’
1 1 5., 1
f= 2-§~X(X—1)+(—1)-(—1)~(X+1)(X—1)+1~§-(X+1)X: EX _EX_L
SchlieBlich greifen wir das einfiithrende Beispiel 1.53 noch einmal mit konkreten

Werten auf:

Beispiel 1.61 (Ganzzahlige Determinante) Es sei

(17 23
A‘(—s 22)EZ

mit | det(A)| < 2!-23% = 1058. Fiir die drei Primzahlen p; = 11, p, = 13, p3 = 17
gilt
11-13-17=2431>2-1058+1 =2117.
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(1) Wir fassen det(A) als ein Element von 7Z/24317Z auf, wobei die Zahlen
1215,...,2430 die negativen Losungen in Z reprédsentieren.

(i) Dann parallelisieren wir die Rechnung, indem wir sie auf Z/11%, Z/13%Z
und Z /177 aufteilen. Wir berechnen die Determinanten der Matrizen

51 9 10 0 6
An:(g 6)G(Z/IIZ)ZX2,A13:(§ §)e(Z/wZ)M,An:(E §)e(Z/17Z)M:

det(A;)) =5, det(A;3) =1, det(A;) = 13.
(ii1) Nun rekonstruieren wir det(A) mod 2431 aus den Kongruenzen

det(A) =5 mod 11,
det(A) = 1 mod 13,
det(A) = 13 mod 17.

Fiir die Newton-Interpolation setzt man an:
det(A) =a; +a- 11 +a3-11-13.

e Setze a; = 5.

e Es gilt 5 +a, - 11 = 1 mod 13. Mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus findet man 1 = 6 - 11 — 5 - 13, also ist 6 das Inverse von
11 modulo 13. Damit kénnen wir nach a, auflosen: a, = (1 —5)-6 =
2 mod 13. Setze a, = 2.

o Esgilt5+2-114+a3-11-13 = 13 mod 17. Das Inverse von 11-13 = 143
modulo 17 ist 5. Alsoistaz = (13 —5-22)-5 = 15 mod 17. Setze
as = 15.

Dannistdet(A) =5+2-11+15-11-13 = 2172 mod 2431.

(iv) Da 2172 > 1214, miissen wir dieses Ergebnis als negative Zahl in 7 inter-
pretieren. Dann ist

det(A) = 2172 — 2431 = —259.

Weitere Anwendungen des chinesischen Restsatzes finden sich bei Lipson [11].

Der Vollstindigkeit wegen geben wir noch eine allgemeinere Form des chinesi-
schen Restsatzes an. Diese allgemeine Form liefert jedoch kein Verfahren, um die
Umkehrfunktion des Isomorphismus zu berechnen.
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Satz 1.62 (Chinesischer Restsatz fiir beliebige Ringe) Es seien R ein Ring und
31, ..., paarweise coprime Ideale in R. Weiter sei $ = ﬂlj‘-:l 3; (dies ist eben-
falls ein Ideal in R). Dann ist die Abbildung

VY:R/H > R/J ;X ---XR/J;, xmod$H— (xmod3Jy,...,xmodJ;) (1.12)

ein Isomorphismus von Ringen.

Zum Beweis siehe Bosch [1], Satz 12 in Abschnitt 2.3.
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2 Die Jordansche Normalform

2.1

Invariante Untervektorraume

In diesem Abschnitt sei V stets ein IK-Vektorraum.

Definition 2.1 Es sei ® : V — V ein Endomorphismus. Ein Untervektorraum U
von V heifit ®-invariant, falls ®(U) c U gilt.

Ist U invariant, so ist die Einschriankung ®|, ein Endomorphismus von U.

Definition 2.2 Es sei U ein ®-invarianter Untervektorraum von V. Ein Untervek-
torraum W von V, der V = U @ W erfiillt, hei3t Komplementirraum zu U. Ist W
ebenfalls ®-invariant, so nennen wir W ein invariantes Komplement zu U.

Beispiel 2.3 (Invariante Unterriume)

(a)
(b)

(c)

(d)

Die Rdume {0} und V sind fiir jeden Endomorphismus invariant.

Jeder Eigenraum (insbesondere der Kern) von @ ist invariant. Ist £, der
Eigenraum zu Eigenwert A, so spannt jeder Eigenvektor x € E, seinerseits
einen invarianten Untervektorraum [x] von E auf.

Jeder 1-dimensionale invariante Untervektorraum ist ein Eigenraum.

Es sei e}, e, e3 die Standardbasis des R*. Es bezeichne ®, die Drehung
um den Winkel « in der e,, e3-Ebene. Dann ist der Untervektorraum [e,, ¢3]
invariant unter ®@,, da innerhalb dieser Ebene gedreht wird. Die Drehachse
ist die e;-Achse, d.h. ®,(e;) = e;. Diese Achse ist somit ein Eigenraum,
also ein invariantes Komplement zur Drehebene. Daher lisst sich R? als
Summe von zwei invarianten Untervektorrdumen schreiben:

R’ = [e1] ® [e2, e3].

Diese Invarianz wird durch die Blockform der Abbildungsmatrix von @,
wiedergegeben:

1] 0 0

0| cos(a) —sin(a)

0| sin(@) cos(a)

Die Abbildung
11
O(x) = (0 1) - X
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hat den invarianten Unterraum [e].

In diesem Beispiel existiert kein invariantes Komplement zu [e; ], denn die-
ses miisste Dimension dim R?>—dim[e;] = 1 haben und somit ein Eigenraum
sein. Da @ aber nur den Eigenwert 1 hat, wire ® dann diagonalisierbar mit
Eigenwert 1, also @ = idR2, was aber offensichtlich nicht der Fall ist.

Diese Beispiele deuten ein allgemeines Prinzip (bei endlicher Dimension #) an:
Sei U ein ®-invarianter Untervektorraum und By = {bi,..., b} eine Basis von
U. Erginze diese zu einer Basis B = {by, ..., by, Cx+1, - - .,c,} von V. Die Invarianz
bedeutet, dass die Bilder ®(b;) bzgl. der Basis B die folgende Form haben:

(D(bi):/ll'bl+...+/lk'bk+0'ck+1+...+0'Cn

Fiir die Abbildungsmatrix M5(®) von ® bzgl. der Basis B bedeutet dies, dass sie
folgende Blockgestalt hat:

M (®@ly) M
0 N

Mp(®) = (
fiir geeignete Matrizen N € IK"=0x(=b_p1 € K"™(=0_Diese Darstellung lisst sich
noch genauer angeben: Gilt

O(Cpsri) = i b1+ oo+ i = D+ Vi Cor + oo+ Vi Cas (%)

so sind die y;; gerade die Koeflizienten der Matrix M und die v;; die Koeflizienten
der Matrix N. Da U invariant unter ® ist, induziert® ® einen Endomorphismus

Q:V/IU-> VU, x+Uwm O +U.

Eine Basis C von V/U ist durch die Klassen der Basisvektoren ¢, , ..., c, gege-
ben:

cr=ca+U ..., coop=c, +U.
Da die Elemente by,...,b; in U lieggl, werden sie in V/U auf die O projiziert.

Somit ergibt sich die Darstellung von @ in der Basis C aus (*) zu

d)(Ei):,ull--b1+...+uki-bk+v1i-51 +--.+Vn—k,i'En—k
=0 -0
=V E] + ...+ ik, En—k’

d.h. die Abbildungsmatrix von @ bzgl. C ist

ME(®) = N.

9Die Invarianz von U ist fiir die Wohldefiniertheit von ® notwendig.
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Insgesamt gilt somit

M (@ly) M

0 M) 2.1)

My(D) = (

Aus dieser Form lesen wir direkt den folgenden Hilfssatz ab:

Hilfssatz 2.4 Mit U, O, ® wie oben gilt:

(a) det(®) = det(®D|y) - det(D).

(b) Fiir die charakteristischen Polynome gilt fo = fa), - f5. Insbesondere ist fy,
ein Teiler von fg.

(c) Spec® = Spec ®|; U Spec ®.

Falls U ein invariantes Komplement W besitzt, so kann man die Basis By durch
eine Basis By zu einer Basis B von V ergidnzen. Dann ist die Abbildungsmatrix
(2.1) von @ bzgl. B von der Gestalt

A 0

0 A)°

wobei A; eine Abbildungsmatrix von @[y ist und A, eine Abbildungsmatrix von
®@|y. Dies motiviert die folgende Notation:

Definition 2.5 Es seien U, W Untervektorrdume von V, so dass U @ W = V gilt.
Fiir Endomorphismen @y : U — U und @y : W — W definieren wir ihre direkte
Summe

(DU D (I)W VoV

durch

(Dy ® D)) = Oy(u) firue U,
(Dy ® Dy)(w) = Oy(w)  fiir w e W.

Entsprechend definieren wir fiir Matrizen A € K™ und B € K™ die direkte

Summe
A 0O

) € K(n+m)><(n+m)

Entsprechend wird die direkte Summe ®; & ... ® ®; (bzw. A; @ ... ® Ay) von k
Endomorphismen (bzw. Matrizen) definiert.

Unsere obigen Uberlegungen konnen wir nun folgendermaBen ausdriicken:
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Hilfssatz 2.6 Ist U ein ®-invarianter Untervektorraum von V mit invariantem
Komplement W, so gilt
O = 0|y & Dly.

Ist By eine Basis von U und By eine Basis von W, so wird ® bzgl. der Basis
B = By U By, von V durch die Matrix

MR(®) = Mg (Dly) & My (Dly)
dargestellt.
Satz 2.7 Es seien ®,¥ € End(V) und es gelte ® o ¥ =¥ o ®. Dann gilt:
(a) Jeder Eigenraum E, von @ ist invariant unter \V'.

(b) Kern @ ist invariant unter \V'.

(c) Bild @ ist invariant unter \V.
BEWEIS:

(a) Seix € E,, x # 0. Nach Voraussetzung gilt
A-P(x) =¥ - x) =P(DO(x)) = O(Y(x)).
Also ist W(x) entweder O oder ein Eigenvektor von @, d.h. ¥(E,) C E,.
(b) Kern ® = E,,.

(c) Y(Bild ®) = Bild(¥ o @) = Bild(® o ¥) = ®(Bild ¥) c Bild ®. [
Die analogen Aussagen gelten fiir kommutierende Matrizen.

Aufgabe 2.8 (Lemma von Schur) Es sei V ein C-Vektorraum, dim V < oo, und
® € End(V), sodass ® o ¥ = ¥ o @ fiir alle ¥ € End(V) gilt. Dann gibt es ein
A € C, so dass gilt

® = 2-idy.

2.2 Nilpotente Endomorphismen

Definition 2.9 Ein Endomorphismus @ : V — V heiBt nilpotent, falls ®* = 0 fiir
ein k € N gilt. Entsprechend heiBt eine Matrix A € K™ nilpotent, falls A* = 0
fiir ein k € N. Ist kK minimal, d.h. ®™ # O fiir m < k, so heif3t k die Stufe von ®.
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Beispiel 2.10 (Nilpotente Matrizen) Die Matrix

0 1
=0 o
ist nilpotent von Stufe 2. Allgemeiner ist jede obere nxXn-Dreiecksmatrix der Form
0 1 0
A=
.. ‘l
0 0
nilpotent von Stufe n: Man rechnet nach, dass gilt
0 0 0 1 0
0 0 1 0
0
2 3 1 n-1
A® = ,A' = , o, AT =
0 0
. ‘ 0
0 0 .0
0 0

Bemerkung 2.11 Die Nilpotenz der Matrizen aus Beispiel 2.10 kommt auch in
ihrem charakteristischen Polynom f; zum Ausdruck: Es ist f; = X", und nach
dem Satz von Cayley-Hamilton gilt f,(A) = A" = 0.

Satz 2.12 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. ® € End(V) ist genau dann
nilpotent, wenn das charakteristische Polynom fo = X" ist.

Beweis: Beweis durch Induktion iiber n: Fiir n = 1 stimmt der Satz offensichtlich.
Es sei nun n > 1. Da 0 eine Nullstelle von fy, ist, gibt es einen Eigenvektor x von
® zum Eigenwert 0. Wenn wir x zu einer Basis von V erginzen, konnen wir @
bzgl. dieser Basis durch eine nilpotente Matrix

0 sk eee %
A= e K™

mit B € K@~ DX»= qarstellen. Daraus lesen wir ab:

Jo=X"-f.

Da A* = 0 gilt fiir ein k > 0, gilt auch B* = 0. Multiplikation mit B definiert also
einen nilpotenten Endomorphismus von IK"~!. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
fz = X" !. Folglich ist fp = X - X"~! = X", n
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Folgerung 2.13 Ist @ nilpotent von Stufe k, so gilt stets k < n.

Beweis: Das charakteristische Polynom von ® ist X”. Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton gilt @" = 0. Somit ist k < n. [

Beispiel 2.14 Die beiden 4 x 4-Matrizen

A=

0
0
|0 B=
0

S oo O
o= O O

010 0 1
0 01 00
0 0O 00
000 00
sind nilpotent. Dabei ist A von Stufe 4 und B von Stufe 2. Beide Matrizen haben
das charakteristische Polynom f; = fz = X*. Fiir A gibt es kein Polynom 0 # p =
Po + p1X + p,X? + p3X3 kleineren Grades, das p(A) = 0 erfiillt, denn

Po P1 P2 D3
0 po p1 p2

A) = £ 0.
PA=10 "0 p p
0 0 0 po

Fiir B hingegen gilt B> = 0. Das Polynom & = X? ist das Polynom minimalen
positiven Grades, fiir das 4#(B) = 0 gilt, denn fiir 0 # p = py + p1 X ist

po pr 0 O
0 po 0 O

B) = + 0.
e
0 0 0 po

Anhand des charakteristischen Polynoms kann man erkennen, ob eine Matrix nil-
potent ist. Wie das Beispiel 2.14 zeigt, gibt es jedoch keinen Aufschluss iiber die
Nilpotenzstufe. Dies veranlasst uns zu folgender Definition:

Definition 2.15 Es sei V ein Vektorraum von endlicher Dimension n. Weiter sei
® € End(V). Wir nennen hq € IK[X] das Minimalpolynom von ®, wenn gilt:

(1) he(®) = 0.
(i1) hg ist normiert.

(iii) hg ist das Polynom minimalen Grades mit den Eigenschaften (i) und (ii).

Entsprechend definieren wir das Minimalpolynom /4 fiir eine Matrix A € [K"™".
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Beispiel 2.16 In Beispiel 2.14 haben A und B die jeweiligen Minimalpolynome
hA = X4 = fA und hB = X2.

Bemerkung 2.17 Erinnern wir uns, dass in K[X] jedes Ideal ein Hauptideal ist
(Satz 1.33). Dann ist der normierte Erzeuger /1 des Ideals

Jo = {f € K[X]| f(®) =0} = (h) (2.2)

gerade das Minimalpolynom von ®. Insbesondere ist damit gezeigt, dass ein ein-
deutiges Minimalpolynom fiir jedes ® existiert.

Hilfssatz 2.18 Es sei hg das Minimalpolynom von ® € End(V). Dann gilt:

(a) Fiir jede Abbildungsmatrix A = Mg((D) von @ ist hy = hg.

(b) hg teilt das charakteristische Polynom fq,.
BEwels:

(a) Mg : End(V) — K™ ist ein Isomorphismus von Vektorraumen und von
Ringen. Somit ist ip(A) = he(M5(D)) = ME(he(®)) = 0. AuBerdem ist hg
normiert und es existiert kein Polynom p mit 0 < deg(p) < deg(he), das
p(A) = 0 erfiillt, denn dann wiirde auch p(®) = (Mg)‘l(p(A)) = 0 gelten,
im Widerspruch dazu, dass hq das Minimalpolynom von @ ist. Also gilt
I’lA = hq).

(b) Esist fp € 3o = (ho). n

Satz 2.19 Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. ® € End(V) ist genau dann
nilpotent von Stufe k, wenn das Minimalpolynom hg = X* ist.

Bewers: ®F = 0 bedeutet X*¥ € J4. Dann ist X* ein Vielfaches von /g und alle
Primfaktoren von hg miissen auch Primfaktoren von X* sein. Da X der einzige
Primteiler von X* ist, muss folglich ke = X™ fiir ein gewisses m > 0 gelten. Da
@™ # 0 ist fiir m < k und deg(hep) minimal in Jg ist, gilt he = X,

Ist umgekehrt g = X, so ist @ = 0 und ®" # O fiir m < k nach Definition des
Minimalpolynoms. ]

2.3 Das Programm

Die Herleitung der Jordanschen Normalform ist etwas langwierig und leichter zu
iberblicken, wenn man das Ziel der Miihen bereits vor Augen hat. Daher wird



40 2 Die Jordansche Normalform

in diesem Abschnitt skizziert, welche Schritte zu Bestimmung der Jordanschen
Normalform erforderlich sind.

Wir werden sehen, dass jeder Endomorphismus @ eines n-dimensionalen C-Vektor-
raumes V durch seine Jordansche Normalform

1
A

A
1

A

A

J(®) =

dargestellt werden kann (die A; sind dabei nicht notwendigerweise verschieden).
Die in der Matrix J(®) auftauchenden Késtchen bezeichnen wir als Jordan-Késtchen

A1

A1

Jn,-(/li) =

der GroBe n; zum Eigenwert A;. Damit konnen wir J(®) kiirzer schreiben als
J(@)=J,, (1) D J, () D ... T, ().
Die Matrix J(®) ist die Summe
J@®) =D+N

der Diagonalmatrix D mit den Eintrigen A; und der nilpotenten Matrix N =
J,(0) @ J,,(0) & ... ® J, (0). Die Kenntnis von J(®) ist also gleichbedeutend
mit der Kenntnis von D und N.

I (ann
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Wir iiberlegen, wie eine Jordan-Basis B zu bestimmen ist, in der ® durch die
zugehorige Jordansche Normalform J(®) dargestellt wird.

1. Zunichst tiberlegen wir uns, wie D aus @ bestimmt werden kann. Offen-
sichtlich haben D und J(®) (also auch ®) das selbe charakteristische Poly-
nom

fo = det(X -idy = @) = (X = W)X = )" -+ (X = )" = f,

die Diagonaleintrige von D sind also gerade die Eigenwerte von @ (der
Fundamentalsatz der Algebra garantiert uns dabei, dass fo tatsdchlich in
Linearfaktoren zerfillt). Der Exponent n; eines Eigenwertes A; gibt an, wie
oft A; auf der Diagonalen von D bzw. J(®) auftaucht.

2. Da die 4; in J(®) nicht notwendigerweise verschieden sind, hat ® womog-
lich weniger als k verschiedene Eigenwerte, etwa Ay,...,4, mit m < k.
Taucht ein Eigenwert A mit Vielfachheit o auf der Diagonalen von J(®)
bzw. D auf, so hat D einen Eigenraum V, C V der Dimension a.

3. Die Jordan-Késtchen zum selben Eigenwert A kdnnen (notfalls durch Um-
sortieren der Basis) zu einem Jordan-Block zusammengefasst werden:

11
A 1
A 1
A
j( )(/l) — .. c (D(m1+...+mr)><(m1+...+m,)
mi,...,my, . ’
A1
A 1
A 1
A
oder kiirzer
Ty = Ty (D & ... & T, (D) € C

mit m; + ...+ m, = @. Wie man anhand der Normalform J(®) sieht, ist V;
invariant unter ® und die Einschriankung ®|,,, wird durch den Jordan-Block
m)(A) dargestellt in einer geeigneten Basis B, C B von V.

.....
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4. Wenn wir fiir jeden Eigenwert A; diese Basis B, von V,, kennen, erhalten
wir die gesuchte Basis B von V als deren Vereinigung

B:BAIU...UBA

m*

5. Um fiir einen gegebenen Eigenwert A die Basis B, zu bestimmen, betrachten
wir den Endomorphismus
® - 2-idy.

Die Einschrinkung (® — A - idy)|y, wird durch den Jordan-Block
dargestellt und ist folglich nilpotent von Stufe < a. Wir erhalten
Vi =Kern(® — A -idy)?.

Damit ist die Basis B, zwar noch nicht festgelegt, aber das Problem der Be-
stimmung der Jordanschen Normalform ist reduziert auf den Fall nilpotenter
Endomorphismen. Dieses Problem wird in Abschnitt 2.5 untersucht.

Fiir eine Matrix A € ™" definieren wir die Jordansche Normalform J(A) als
die Jordansche Normalform des Endomorphismus ®(x) = Ax.

2.4 Die Primirzerlegung

In diesem Abschnitt betrachten wir zunichst Vektorraume V endlicher Dimension
iiber einem beliebigen Korper K.

Satz 2.20 Es sei ® € End(V). Weiter seien g, h € K[X] teilerfremd und f = gh,
so dass f(®) = 0 gilt. Setze U = Kern g(®) und W = Kern h(®). Dann gilt

@ V=UsW.
(b) U = Bild hi(®) und W = Bild g(®).
(¢) U und W sind ®-invariant.

Beweis: Da g und 4 teilerfremd sind, konnen wir mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus Polynome 7, s € IK[X] bestimmen, so dass

1 =rg+sh
gilt. Setzen wir @ ein, so bedeutet dies

idy = /(@) 0 g(®) + s() o (D) (%)
= g(®) o H(D) + h(D) o s(D).
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(a) Nach Voraussetzung ist 0 = f(®) o r(®) = (hg)(P) o r(®) = h(D) o (gr)(D)
und analog 0 = g(®) o (hs)(®). Durch Einsetzen von x € V in (*) sicht man

x = g(D)(r(D)(x)) + H(D)(s(D)()),

eKern h(®) eKern g(®)

alsoV=U+W.Istx € Un W, also g(®)(x) = 0 = h(D)(x), so liefert
Einsetzenin (x) x =0, alsoV=Ue&® W.

(b) Ist x € U, so bedeutet (x)
x = h(®@)(s(P)(x)) € Bild h(D).
Umgekehrt bedeutet x = h(®)(y), dass gilt
g(@)(x) = g(D)(A(P(y))) = ((gh)(D))(y) = f(P)(y) = 0,
d.h. x € U. Also Bild 4(®) = U. Analog zeigt man Bild g(®) = W.

(c) Nach (b) ist ®(U) = O(h(D)(V)) = h(®)(D(V)) C h(D)(V) = U und analog
O(W) c W. [ |

Nach dem Satz iiber die Primfaktorzerlegung (Satz 1.34) konnen wir ein normier-
tes Polynom f € K[X] als Produkt von Potenzen irreduzibler normierter Poly-
nome p; schreiben,

X

f=pi"-pu

Folgerung 2.21 Es sei ® € End(V) und f € K[X]. Weiter sei f = q; - -- g, eine
Faktorisierung mit paarweise teilerfremden q; € IK[X]. Dann gilt:

Kern f(®) = Kerng(®) @ ... ® Kern g,,(D). 2.3)

Beweis: Offensichtlich ist Kern f(®) ein ®-invarianter Untervektorraum und es
gilt f(®)|kem r@) = 0. Nach Satz 2.20 (angewandt auf den Vektorraum Kern f(®))
folgt zunéchst

Kern f(®) = Kern ¢,(®) ® Kern(g; - - - ¢,,)(D).
Mit Induktion iiber m folgt nun
Kern(g; - - - ¢)(®) = Kern g, (®) @ . .. @ Kern g,,,(D),

und somit die Behauptung. |
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Satz 2.22 Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und ® € End(V). Weiter
sei fo = p{'--- py" die Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms von
®. Dann ist

V=V,®...0V, (2.4)

mit V; = Kern p{(®) eine Zerlegung von V in ®-invariante Unterriume.

Bewers: Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt V = Kern f(®) = Kern 0. Der
Satz folgt somit aus Folgerung 2.21, angewandt auf f = fo und ¢; = p". [
Die Zerlegung (2.4) von V in ®-invariante Unterrdume entspricht einer Vergro-
berung der Primfaktorzerlegung von f; und wird daher Primérzerlegung von V
bzgl. ® genannt.

Folgerung 2.23 Sei ® € End(V). Jeder Primfaktor des charakteristischen Poly-
noms fg von @ ist auch ein Primfaktor des Minimalpolynoms hg von ©.

Bewess: Ist V =V, @...8V,, die Primirzerlegung von V bzgl. @, so ist pf.’" (Dly,) =
0 nach Definition von V;. Somit ist das Minimalpolynom h; = hq>|v[ von Q|y, ein
Teiler von p?", insbesondere ist i; = pf."' fiir ein k; < «;. Es gilt aber auch hg(®ly,) =
0 und somit ist A; ein Teiler von Ag. [ |
Aus dem Beweis von Folgerung 2.23 ergibt sich, dass pf"(cl)lv[) = 0 gilt, wo-
bei k; der Exponent von p; im Minimalpolynom ist. Zugleich bedeutet das, dass
pi(®ly,) # 0ist fiir r < k;. Dies erlaubt folgenden Schluss:

Folgerung 2.24 Die Aussage von Satz 2.22 bleibt giiltig, wenn fg durch das Mi-
nimalpolynom hg, ersetzt wird. Insbesondere ist V; = Kern pf"((D).

Bemerkung 2.25 Sind By, ..., B, Basen der invarianten Unterraume V,,...,V,,
und B = B; U...U B, eine Basis von V, so ist

ME(@ly,)
M2 (®ly,)
ME(®) = B

Mg (®ly,)

Nun betrachten wir die Primirzerlegung speziell fiir den Fall K = C.

Nach Folgerung 1.39 sind die irreduziblen Polynome in C[X] die Polynome X — A
vom Grad 1. Die Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms von @ ist
folglich ein Produkt von Linearfaktoren p; = X — 4,,

Jo =X =) (X = )™,
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wobei die 4; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von @ mit algebraischer
Vielfachheit a; sind. Nach Folgerung 2.23 ist das Minimalpolynom ebenfalls ein
Produkt dieser Linearfaktoren,

he = (X = )" -+ (X = 4,)"*

mit 0 < k; < ; firi = 1,...,m. In der Primérzerlegung (2.4) sind die ®-
invarianten Unterrdume V; somit

V; = Kern pf(®) = Kern(® — 4; - idy)".

Jeder Raum V; ist also durch einen bestimmten Eigenwert festgelegt. Ist k; = 1,
so stimmt V; sogar mit dem Eigenraum E,, = Kern(X — A; - idy) iiberein. Wir
definieren daher:

Definition 2.26 Es sei V ein C-Vektorraum der Dimension n und ® € End(V). Ist
A ein Eigenwert von ® und k der Exponent von X — A im Minimalpolynom von @,
so heif3t

V, = Kern(® — A - idy)* (2.5)

der verallgemeinerte Eigenraum (oder Hauptraum) von ® zum Eigenwert A.
Satz 2.22 lautet im komplexen Fall:

Satz 2.27 Es sei V ein C-Vektorraum der Dimension n und ® € End(V). Weiter
seien Ay, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ®. Dann ist

V=Vye...eV,, (2.6)

wobei V,. der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert A; ist.
Hilfssatz 2.28 Fiiri=1,...,m gilt:

(a) E; CVy,.

(b) dblvﬂi - A idvﬁ[_ ist nilpotent von Stufe k;.

(c) dimV,, = «;.
BEeweErs:

(a) Klar.

(b) Das Minimalpolynom von d)lvﬁi ist b = (X — A4,)%. Die Behauptung folgt,
da h,-(CI)IVAL_) = 0 gilt und A; das Polynom kleinsten Grades mit dieser Eigen-
schaft ist.
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(c) Da (D|v,ll. - A idVAI_ nach (b) nilpotent ist, hat es nach Satz 2.12 das charak-
teristische Polynom det(X - idV,zl. - GDIVAI_ + 4; - idvﬂi) = X4mVy  Das bedeutet

ﬁ = det(X - idVﬁ,- - (D|w,») =(X- /li)dim Vi

ist das charakteristische Polynom von @IV/li. DaauBlerdem fo = fi--- fi- - fm
gilt und der Linearfaktor X — 4; mit Exponent ¢; in fp und gleichzeitig in

keinem f; mit j # i auftaucht, folgt dimV,, = «;. [
Bemerkung 2.29 Sind B, , ..., B, beliebige Basen der verallgemeinerten Eigen-
rdume V,,...,V, ,und A;,..., A, die Abbildungsmatrizen der jeweiligen ‘D|VA,.

bzgl. B,,, so ist

A= . :A1@A2®...@Am (27)
A

die Abbildungsmatrix von ® bzgl. der Basis B = B, U...UB,, . Dies ist eine gro-
be Vorstufe der Jordanschen Normalform. Hierbei entsprechen die Blocke A; den
Jordan-Blocken J(4;). Damit tatséchlich A; = J(4;) gilt, miissen spezielle Basen
B,, gewihlt werden. Dafiir untersucht man fiir jeden Eigenwert A; die Einschrén-
kung ®ly, . Da jede Abbildungsmatrix A; von @|y, aber eindeutig einer Abbil-
dungsmatrix A; — A;/,, des nilpotenten Endomorphismus ®@ly, —4;-idy, entspricht,
kann man stattdessen auch diesen untersuchen. Ist ndmlich A; — A4;1,, = J(0) ein
Jordan-Block, so ist auch A; = J(0) + Aily, = J(A;) ein Jordan-Block. Das hat den
Vorteil, dass man sich auf nilpotente Endomorphismen beschrinken kann.

2.5 Die Normalform nilpotenter Endomorphismen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass jeder nilpotente Endomorphismus ©
eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V eine Abbildungsmatrix A der Form

besitzt. Im Folgenden sei ® nilpotent von Stufe k (d.h. ® = 0 und ®*~! # 0).
Definition 2.30 Ein Element x € V hat die Stufe j (mit j > 1), falls gilt:

®/(x)=0 und @ '(x)#0.
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Da O nilpotent ist, ist O der einzige Eigenwert von ®. Offensichtlich sind die
Eigenvektoren von ® zum Eigenwert 0 die Elemente der Stufe 1. Da ®*~! # 0,
existieren Elemente der Stufe k (aber keiner hoheren Stufe, da ®F = 0).

Hilfssatz 2.31 Es sei ® € End(V) nilpotent und x ein Element der Stufe j. Dann
sind die Elemente .
O (x), ..., D), x

linear unabhingig.

Bewers: Es gelte ‘
0= Apx + 4, P(x) + ...+ ;D (x) (*)

mit Ay, ...,A;-; € K. Wende darauf ®/~! an:

0= ®0) = 1O '(x) + 4} DI(xX)+...+ 2 OV 2(x) = D '(x).
N—— — S———

=0 =0 #0

Also ist g = 0 und (*) wird zu
0=4D(x)+...+2; 0 (x).

Wende darauf nun ®/~2 an, um A; = 0 zu erhalten. Dies setzt man fort, bis man
schlieBlich
/10:/11 :--‘:/lj—l :0

erhilt. Das bedeutet,

sind linear unabhéngig. |

Daraus folgt sofort:
Folgerung 2.32 Ist x € V ein Element der Stufe j, so ist

B, ={®/'(x),..., D(x), x} (2.8)
eine Basis des ®-invarianten Untervektorraums

V= [0 (x),...,0(x), x]. (2.9)
Die Abbildungsmatrix von ®@|y_bzgl. B, ist

0 1 0

o= e K™, (2.10)
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Wir nennen x einen Erzeuger von V..
Beispiel 2.33

(a) Es sei ® € End(R*) gegeben durch
0

O(x) =

Die Matrix ist
Ja.3(0) = J1(0) ® J3(0)

und dies ist bereits die Jordansche Normalform von ®. Der vierte Einheits-
vektor ey ist ein Erzeuger der Stufe 3, die Einheitsvektoren e; und e, sind
Eigenvektoren, also Erzeuger der Stufe 1. Weiter sind V,, = [e;] und

Ve4 = [64’ 63762] > Ve3 = [63762] > Vez = [62]-

(b) Ist @ durch

O(x) =

gegeben, so gibt es keine Erzeuger der Stufe 3 oder 4, da ® Nilpotenzstufe
2 hat. Auch hier ist die Matrix bereits die Jordansche Normalform

J2.2(0) = J>(0) ® J>(0).
Erzeuger der Stufe 2 sind z.B. e, und e4. Hier sind
Vez = [eZa 61] > Vel = [el]’

Ve, = les,e3]1 D V., = [e3].

(c) Ist @ durch

0
O(x) = 8

S OO
oS O = O
- O O

0 0

gegeben, so hat ® die Nilpotenzstufe 4 und die Matrix ist bereits die Jordan-
sche Normalform. Ein Erzeuger der Stufe 4 ist e4. Es ist

R* = V,, = [e4, e3,€2,e/]1 D V,, = [e3, 2,1 DV, = [e2,€/]1 D V,, = [ey].
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Wir wollen nun zeigen, dass V eine Basis B besitzt, die eine Vereinigung von
Basen B,,, ..., B,, vom Typ (2.8) ist. Dann nimmt die Abbildungsmatrix Mg((I))
die gewiinschte Form an:

I, (0)

I, (0)

Im Folgenden beschreiben wir die Konstruktion dieser Zerlegung und sehen dabei,
wie die Basis B zu bestimmen ist. Wir schreiben abkiirzend

K’ = Kern @’. (2.11)
Wegen der Nilpotenz gilt
0)=K’cK'cK*’c...cK-'cKr=V (2.12)
und fiir alle j
O(K’) c K/, (2.13)

Die Elemente der Stufe j sind genau die Elemente der Menge K/\K/~!.

Wiihle einen Untervektorraum W) C V, so dass gilt
V=WeK"

Dann besteht W, aus Elementen der Stufe k. Nun kénnen wir auch in K¥! einen
Untervektorraum W;_; wéhlen, so dass gilt

Kk—l — Wk—l ® Kk—Z

und W,_; aus Elementen der Stufe k — 1 besteht. Fahren wir nach diesem Schema
fort, so erhalten wir eine Zerlegung von V der Form

V=W eoK"!
=W, ® W,_, & K2

=W, aW_,10...0W,dK!
:Wk®Wk_1@...®W2®W1.

Anhand dieser Zerlegung kann man nun die gesuchte Basis von V konstruieren:

Hilfssatz 2.34 Ist W ein Untervektorraum von V mit W N K’ = {0} fiir ein j > 0,
so ist D|y injektiv.
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Bewers: Fiir j > 0 ist Kern® = K! ¢ K/. Somit folgt aus der Voraussetzung
Kern @[y = {0}, d.h. ®|y ist injektiv. [ |

Fir j=1,...,ksei
dj =d1mW,

Es sei b[lk], e, bg;] eine Basis von W;. Da @|y, nach Hilfssatz 2.34 injektiv ist, sind
die Elemente

q)k—l(b[k]) (D(b[k]) b[k]
1 9 1 b b
q)k—l(b[k]) q)(b[k]) b[k]

2 9t 2 b b

A DN T DN
linear unabhiéngig. AuBerdem gilt (Dl(bl[k]) € W;_,, insbesondere sind
OB, ..., b

linear unabhéngig in W;_,. Falls diese Elemente noch keine Basis von W;_; bilden,
konnen wir sie durch geeignete Elemente

b[lk_l] ) b[k—]]

o Ug

zu einer Basis von W,_; ergiinzen, wobei s;_; = d;_; — d;. Es folgt aus Hilfssatz
2.34, dass die

2, e B =1, s

linear unabhingig sind. So fahrt man fort, bis man schlieBlich eine Basis fiir V
nach dem folgenden Schema konstruiert hat:

k k
W bg]k bgk]k k-1 k-1
Wi | o) - @l b o by
W, q)k—l(b[lk]) . CI)"‘l(bEI;]) q)k—Z(b[lk—l]) . q)k—Z(bEII:ll]) . b[ll]
Hier ist
sp=dy und s;=d;—Si:1—Sizo—...— S (2.14)

In einer Jordan-Basis B fiir ® ordnen wir diese Basisvektoren zundchst von unten
nach oben und dann von links nach rechts:

B={o"' @), 00, o O, o, e

Sk

= Bb[lk] U...U BbE’f U Bb[lk—l] Uu...uU Bbgl] Uu...uU Bb[rll]'

1
bl

plll

51
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Satz 2.35 Die Abbildungsmatrix Mg((D) von @ ist die Jordansche Normalform
J(D):

Ji(0)

Sk

71 (0) (2.15)

S1

0

Diese Normalform ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Jordan-Késtchen.

Bewers: Dass M g((l)) = J(®) gilt, ergibt sich aus der vorangehenden Diskussion.
Die Eindeutigkeit (bis auf die Reihenfolge) folgt daraus, dass die Zahlen sy, . . ., s
gemiB (2.14) eindeutig durch die Dimensionen der Kerne K’ bestimmt sind (da
d; = dimW; = dim K’ — dim K/~! gilt). Diese Kerne wiederum sind eindeutig
durch @ bestimmt. [

Bemerkung 2.36 Da K' = W, der Eigenraum E, von ® zum Eigenwert 0 ist, gilt

dimEo =8+ Sp—1+...+5
= Anzahl der Jordan-Kistchen in J(®).

Desweiteren gilt ®*! # 0, daher muss mindestens ein Jordan-Kistchen J,(0) der
GroBe k in J(®) vorkommen. Da ®F = 0, darf aber kein groBeres Jordan-Késtchen
auftauchen. Dies konnen wir mit dem Minimalpolynom kg = X* charakterisieren:

GroBe des groBten Jordan-Kistchens = k = deg hq.

Als Folgerung aus Satz 2.35 erhalten wir sofort das entsprechende Resultat fiir
nilpotente Matrizen:

Satz 2.37 Jede nilpotente Matrix A € K™ ist konjugiert zu einer Matrix der
Form (2.15). Die Konjugationsklasse von A ist durch die Zahlen (sy, Si—1, ..., S1)
eindeutig festgelegt. Insbesondere gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen
von nilpotenten Matrizen in [K"™".
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2.6 Die Jordansche Normalform

Wir verbinden nun die Ergebnisse aus den Abschnitten 2.4 und 2.5.
Es sei V ein C-Vektorraum der Dimension n und ® € End(V). Weiter seien
A1, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von @, V,,,...,V, ihre jeweiligen ver-

m

allgemeinerten Eigenrdume und a4, . . . , @,, ihre algebraischen Vielfachheiten (ins-
besondere a; = dim V).

Mit ¥; bezeichnen wir die nach Hilfssatz 2.28 nilpotenten Endomorphismen
\Pj = @lv/lj - /lj . idv/lj.

Satz 2.38 Es gibt eine Basis B von V, so dass die Abbildungsmatrix M5(®) von
® von der folgenden Form ist:

Ado, +J(F)
J(@) = (2.16)
Anla, + J(¥ ).

Diese Normalform ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der A; und der Jordan-
Kistchen in den J(\V,).

Bewers: Gemil Satz 2.22 ist die Primédrzerlegung V =V, @ ... ® V,  durch die
Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms eindeutig bestimmt (bis auf
die Reihenfolge). Da die Zerlegung ®-invariant ist, reicht es, die Einschrinkungen
von @ auf die V,, zu betrachten. Fiir diese gilt q)|v,{i = A - idvﬂi + W¥;. Fiir den
nilpotenten Endomorphismus wiéhlen wir eine Jordan-Basis B; von V,, wie in Satz
2.35. Da 4; - idy, in jeder Basis durch 4;/,, dargestellt wird, folgt, dass ®@ly, bzgl.
der Basis B; die Abbildungsmatrix

J(@ly,,) = Ailo, + J(T))

hat. Diese wiederum ist nach Satz 2.35 eindeutig (bis auf die Reihenfolge). Fiir
die Basis B = B; U...U B,, von V hat ® dann die Abbildungsmatrix (2.16). m

Die Basis B aus Satz 2.38 nennen wir eine Jordan-Basis von V fiir ©.
Bemerkung 2.39 Unter Beriicksichtigung von Bemerkung 2.36 gilt

algebraische Vielfachheit @; = GréBe des Jordan-Blocks zum Eigenwert A;,
dim E,, = Anzahl der Jordan-Kistchen zum Eigenwert A; in J(®),

Exponent k; von X — A; in hg = GroBle des groBiten Jordan-Kistchens zum Eigenwert A;.

Wir formulieren Satz 2.38 fiir komplexe Matrizen:
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Folgerung 2.40 Jede Matrix A € C™" ist konjugiert zu einer Matrix der Form
(2.16). Die Konjugationsklasse von A ist durch die Jordansche Normalform von A
eindeutig festgelegt.

Folgerung 2.41 Es gibt unendlich viele Konjugationsklassen von Matrizen in
™", Jedoch gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen von Matrizen in C™"
mit dem selben charakteristischen Polynom.

Eine sehr umfangreiche Untersuchung der Konjugationsklassen von Matrizen iiber
beliebigen Korpern ist in den Abschnitten 11.6 und 11.7 von Brieskorn [2], zu fin-
den.

Bemerkung 2.42 Diagonalmatrizen sind ein Spezialfall der Jordanschen Nor-
malform. Hier haben alle Jordan-Késtchen die Gré8e 1, und die verallgemeinerten
Eigenrdume stimmen mit den Eigenrdumen iiberein.

Algorithmus 2.43 Zur praktischen Bestimmung einer Jordan-Basis fiir @ geht
man wie folgt vor:

(1) Bestimme das charakteristische Polynom fg und seine Nullstellen Ay, . .., A,,,
die Eigenwerte von ©.

(i) Firi = 1,...,m fihre folgende Schritte aus:
(ii.a) Bestimme die kleinste Zahl k;, so dass
Kern(® — A; - idy)¥ = Kern(® — 4, - idy)~*".

Dann gilt auch Kern(® — A; - idy)% = Kern(® — 4; - idy)" = V,. Die
Zahl k; ist der Exponent von X — A; im Minimalpolynom 4.
Wenn man die Kerne mit dem GauB3-Algorithmus bestimmt, erhilt
man hierbei fiir s = 1, ..., k; eine Basis Bl[“'] von Kern(® — A, - idy)?,
die aus Elementen von Stufe < s besteht. Insbesondere ist Bl[k"] eine
Basis von V), (die in der Regel aber noch keine Jordan-Basis ist). Dies
ermOglicht den néchsten Schritt.

(ii.b) Es sei L; eine zunichst leere Liste von Basisvektoren.
Fiir s = k;, ..., 1 fithre die folgenden Schritte aus:

Solange ein Element b € V,. von Stufe s existiert, das nicht in der
linearen Hiille der bisher in L; gemerkten Elemente liegt, berechne

(®— A -idy)/(b), j=s-1,...,0
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und fiige diese Elemente in dieser Reihenfolge zur Liste L; hinzu. An-
dernfalls fahre mit Stufe s — 1 fort.

Am Ende enthilt die Liste L; eine Jordan-Basis von V,, fiir (Dlvﬁl_.

(i11) Fassen wir die Elemente der Listen L4, . .., L,, aus Schritt (ii) zu einer Basis
B zusammen, so ist B eine Jordan-Basis von ®@. Die Jordansche Normalform
erhilt man dann als J(®) = M5(®D).

Ist man nur an der Bestimmung von J(®) (ohne Basis) interessiert, so kann man
Schritt (ii.b) weglassen und in Schritt (ii.a) anhand der Differenzen der Dimensio-
nen der Kerne Kern(® — 4; -idy), j=1,...,k;, priifen, wieviele Jordan-Késtchen
einer bestimmten Grofe fiir den Eigenwert A; auftauchen.

Wir geben nun zwei Beispiele von Matrizen A und B, die zwar die selben Eigen-
werte, das selbe charakteristische Polynom und das selbe Minimalpolynom haben,
aber dennoch verschiedene Jordansche Normalformen.

Beispiel 2.44 Es sei

€ (D4X4.

@)
SO W =
SN OO
N O OO

e Das charakteristische Polynom von A ist
fa = det(X1, — A) = (X - 2)*.
A hat also nur den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 4.

e Wir bestimmen mit dem GauB-Algorithmus Kern(A —2- 1)’ fiir j = 1,2, ...
und stellen fest, dass

Kern(A—-2-1;) #C*, Kern(A-2-1,)* =C*
gilt. Somit ist das Minimalpolynom 7, = (X — 2).
e Wihle einen Vektor bgz] e C*\ Kern(A-2-1,), etwa bgz] = e;. Als die ersten

beiden Vektoren unserer Jordan-Basis wihlen wir

-1 1
-1 o
ol T ol
0 0

(A-2-1,)- b} =

Da dim Kern(A — 2 - I)> — dimKern(A — 2 - I) = 4 — 3 = 1 gilt, existieren
keine dazu linear unabhéngigen Vektoren der Stufe 2.
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e Fiille die Jordan-Basis mit den linear unabhéngigen Vektoren b[ll] = e3 und
b[zl] = ¢4 aus Kern(A — 2 - 1) auf. Somit ist unsere Jordan-Basis fiir A:

-1} (1) (0) (O
=11 10| |0] |O
{0’0’1’0}
0)\0)\0) \1

e Die Jordansche Normalform von A ist

2 1]0]0
0 2]/0/0
TA =502 T0
0 0/02
Beispiel 2.45 Es sei
9 -7 0 2
7 =5 0 2|
B=l4 4 2 1|°Y
0 0 02

e Das charakteristische Polynom von B ist
fz = det(XL, — B) = (X — 2)*.
B hat also nur den Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 4.

e Wir bestimmen mit dem GauB-Algorithmus Kern(B—2- 1)/ fiir j = 1,2, ...
und stellen fest, dass

Kern(B—2-1;) # C*, Kem(B-2-1,)*=C*
gilt. Somit ist das Minimalpolynom hz = (X — 2)°.

e Wihle einen Vektor b[lz] e CH\Kern(B-2-1,), etwa b[lz] = e;. Als die ersten
beiden Vektoren unserer Jordan-Basis wihlen wir

7
7
4|
0

(B-2-L)- b = |, b =

1
0
ol
0

Es gilt dim Kern(B -2 - I;)* —dim Kern(B — 2 - I;) = 4 — 2 = 2, also konnen
wir noch einen dazu linear unabhingigen Vektoren der Stufe 2 finden.
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e Der Vektor b[22] = e, ist ebenfalls in C*\ Kern(B — 2 - I,) und offensichtlich
linear unabhingig zu den beiden Vektoren aus dem vorigen Schritt. Wir
ergidnzen unsere Jordan-Basis durch die Vektoren

2 0
2 0
[2] _ [2] _
(B=2-1y)-b;" = ) , by = ol
0 1
e Somit ist unsere Jordan-Basis fiir B:
7N (1Y (2) (O
{ 71101 121 10 }
41°101°111°10
0) \0) \0) (1

e Die Jordansche Normalform von B ist

J(B) =

2
0
0
0
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3 Kryptographie

Alice mochte eine geheime Nachricht m an Bob verschicken. Sie kann jedoch
nicht sicher sein, dass der Kanal, uiber den sie m verschickt, abhorsicher ist. Also
muss sie eine Methode finden, die Nachricht derart zu verschliisseln, dass nur
Bob sie wieder entschliisseln und lesen kann. Als Kryptographie bezeichnet man
die Kunst, solche Methoden zu finden und zu untersuchen. Genauer untersucht
man folgende Situation: Gegeben ist eine Menge M von allgemein verstindlichen
Nachrichten (,,Klartext*) die durch eine Verschliisselungsfunktion

enc: M — C

in einen Code € abgebildet werden sollen, der nicht allgemein verstdndlich ist
(,,Chiffrat”). Der Empfinger einer Nachricht soll in der Lage sein, mit Hilfe einer
Funktion

dec:C—->M

die codierte Nachricht wieder zu entschliisseln und so den urspiinglichen Klartext
zu erhalten. Es soll also

dec o enc = idy¢

gelten. Eine Moglichkeit, dies zu erreichen ist es, dass Alice und Bob Verfah-
ren enc und dec verwenden, die sie gegeniiber Dritten geheimhalten. Die Proble-
me dabei sind jedoch offensichtlich: Werden durch Verrat oder Nachlissigkeit die
Methoden bekannt, so ist das Verfahren wertlos. AuBerdem miisste man bei mehr
als zwei Kommunikationsteilnehmern jeweils neue geheime Verfahren ersinnen.

Die Philosophie der Public Key-Kryptographie ist daher, offentlich bekannte
Algorithmen zu verwenden, bei denen die Geheimhaltung durch einen zusétz-
lichen Parameter, den Schliissel, gewihrleistet ist. Jede Partei besitzt einen eige-
nen Schliissel. Der Schliissel besteht aus zwei Teilen, dem offentlichen Schliissel
fiir die Verschliisselung und dem geheimen Schliissel fiir die Entschliisselung.

Die meisten Verfahren der Public Key-Kryptographie nutzen auf raffinierte Weise
die algebraischen Eigenschaften der ganzen Zahlen (oder anderer integerer Ringe)
aus. In diesem Abschnitt wollen wir Verfahren betrachten, die wir mit unserem
bisherigen Kenntnisstand schon verstehen konnen. Als Vorbereitung studieren wir
einige Eigenschaften von endlichen Gruppen und die Einheiten von 7Z/n7Z.

In diesem Abschnitt gelte die Konvention, dass geheimzuhaltende Daten durch
Maschinenschrift m, k, . . . dargestellt werden.
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3.1 Der Satz von Lagrange

Definition 3.1 Es sei G eine Gruppe und g € G. Die Ordnung von G ist ord(G) =
|G|. Die Ordnung von g ist ord(g) = ord({g)), also die Ordnung der von g erzeug-
ten zyklischen Untergruppe (g} = {1,g,49% ¢°,...}.

Satz 3.2 (Lagrange) Ist G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G,
so gilt ord(H) | ord(G). Insbesondere gilt ord(g) | ord(G) fiir alle g € G.

Bewers: Fiir jedes g € G gilt |H| = |gH|, da H — gH, h — gh eine Bijektion ist.

Fiir g1, g, € G giltentweder g\ H = g,H oder gyHNg,H = 0: Fallsa € gtHN g, H
existiert, so bedeutet dies g h = a = g,h, fiir gewisse hy, h, € H. Das bedeutet
g1 = gzhzhl‘l. Wir kdnnen nun jedes Element g,/ € g, H schreiben als

gih = ga(hyhi'h) € g2 H.

Also g1H C g,H und entsprechend zeigt man g,H C g,H, also g, H = g,H.
Da jedes Element g € G in einem gH enthalten ist, folgt, dass G die disjunkte

Vereinigung von gewissen endlichen Teilmengen g, H, .. ., g, H ist. Daher gilt
k k
G =|_JgH| = ) 1g;HI = KHI,
j=1 =1
also ist |H| ein Teiler von |G|. [ |

Hilfssatz 3.3 Es sei G eine abelsche Gruppe und g, h € G. Weiter gelte ord(g) =
m, ord(h) = n und ggT(m,n) = 1. Dann ist ord(gh) = mn.

Beweis: Es sei r = ord(gh). Da G abelsch ist, gilt
(g™ =(g")"")" =1-1=1,
d.h. < mn. Nach Folgerung 1.29 gibt es s,¢ € Z mit sm + tn = 1. Das bedeutet
g =" = (9" )GV =g = (G0 = (gh))" = 1.
=1

Also ist m ein Teiler von r, und genauso zeigt man, dass n ein Teiler von r ist.
Aus ggT(m,n) = 1 und der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt nun, dass mn
ein Teiler von r ist, also mn < r. Insgesamt gilt also mn = r. [

Hilfssatz 3.4 Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G ein Element von
maximaler Ordnung m = ord(g). Dann ist fiir jedes h € G die Ordnung ord(h) ein
Teiler von m.
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Beweis: Es sei n = ord(h). Angenommen, es gelte n £ m. Dann gibt es einen
Primfaktor p, der in n einen groeren Exponenten hat als in m, etwa

m=pa, n=pb
mit 7 < sund p { a,b. Das bedeutet ord(g”) = a und ord(h’) = p’. Da
ggT(p*,a) = 1, folgt mit Hilfssatz 3.3 ord(¢g” h*) = p*a. Aber p*a > p'a = m, d.h.
g”" h” hat hohere Ordnung als g, im Widerspruch zur Voraussetzung. ]
3.2 Einheiten in Z/nZ.

Satz 3.5 Es gilt

(Z/nZY* = {k € Z/nZ | ggT(k,n) = 1}. 3.

Bewers: Sind k und # teilerfremd, so konnen wir mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus Elemente s, ¢ € Z bestimmten, so dass gilt sk + tn = 1. Das bedeutet

sk =1 mod n.

Alsoist k = 5! eine Einheit.

Setzen wir umgekehrt voraus, dass sk = 1 mod n gilt fiir ein gewisses s € 7, so
bedeutet dies sk = 1 + mn fiir ein m € Z. Ist d ein Teiler von k und n, etwa ad = k
und bd = n, so gilt sad = 1 + mbd. Das ist dquivalent zu

1 = (sa — mb)d.
Alsoistd € 7Z* = {—1, 1} und k, n sind folglich teilerfremd. [ ]
Definition 3.6 Die Funktion
¢:N->N, ne |(Z/nZ) (3.2)

heiflt Eulersche ¢-Funktion.
Nach Satz 3.5 ist ¢(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen 0 < k < n.

Satz 3.7 (Euler) Essein € N, n > 2. Dann gilt fiir jede zu n teilerfremde Zahl a:

a*™ = 1 mod n. (3.3)
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Beweis: Gilt ggT(a,n) = 1, so ist a eine Einheit in Z/n’Z. Es ist ord((Z/nZ)*) =
¢(n) und somit gibt es nach dem Satz von Lagrange ein k € N mit k-ord(a) = ¢(n).
Das heif3t

atp(l’l) — (aord(ﬁ))k — lk — 1’
was dquivalent ist zu (3.3). [ |

Ein Spezialfall des Satzes von Euler ist als Satz von Fermat bekannt.

Satz 3.8 (Fermat) Es sei p eine Primzahl. Dann gilt tiir alle a € 7, die kein
Vielfaches von p sind:
a”!' =1 mod p. (3.4)

Bemerkung 3.9 Der Satz von Fermat liefert einen Test, ob eine Zahl g keine
Primzahl ist. Ist ndmlich (3.4) nicht erfiillt fiir irgendein 0 < a < g, so ist g
nicht prim. Umgekehrt kann man aber nicht folgern, dass g prim ist, wenn (3.4)
fiir alle 0 < a < g erfiillt ist. Die Zahlen, die dies erfiillen ohne Primzahlen zu
sein, werden Carmichael-Zahlen genannt. Die drei kleinsten Carmichael-Zahlen
sind 561, 1105 und 1729. In Forster [5] werden sowohl die Eigenschaften der
Carmichael-Zahlen als auch einige praktische Primzahltests besprochen.

Der folgende Satz 3.10 ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Kryptographie.
Satz 3.10 Ist p prim, so ist (Z/pZ)* zyklisch.

Beweis: Da p prim ist, ist Z/pZ ein Korper und (Z/pZ)* hat p — 1 Elemente.

Es sei g ein Element maximaler Ordnung m < p — 1 in (Z/p’Z)*. Dann ist g eine
Nullstelle des Polynoms X™ — 1. Als Folge von Hilfssatz 3.4 gilt

a” =1

fiir alle a € (Z/pZ)*, also sind alle p — 1 Elemente von (Z/pZ)* ebenfalls Null-
stellen von X — 1. Nach Satz 1.37 muss

m=degX"-1)>p-1

gelten. Folglich gilt m = p — 1 und {g) = (Z/pZ.)*. [

3.3 Schliisselaustausch nach Diffie und Hellman

Alice und Bob wollen iiber einen unsicheren Kanal einen gemeinsamen gehei-
men Schliissel k erzeugen. Dazu miissen sie ,, Teilschliissel* iiber den Kanal aus-
tauschen, aus denen sie k erzeugen konnen. Sie konnen wie folgt vorgehen:
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Algorithmus 3.11 (Diffie-Hellman-Protokoll) Es sei g ein Erzeuger von (Z/pZ.)*,
wobei p eine gro3e Primzahl ist.

(1) Alice wihlt eine geheime Zufallszahl a und schickt g* an Bob.
(ii) Bob wihlt eine geheime Zufallszahl b und schickt g® an Alice.
(iii) Alice empfingt g° und berechnet k = (g°)3.
(iv) Bob empfingt g* und berechnet k = (g*)P.

Damit haben Alice und Bob den gemeinsamen Schliissel k, der nicht iiber den
unsicheren Kanal iibertragen wurde.

Bemerkung 3.12 Die Sicherheit dieses Verfahrens beruht auf der Schwierigkeit,
den diskreten Logarithmus in (Z/pZ)* zu berechnen (dazu ist p moglichst grof3 zu
wiihlen). Damit konnte ein Angreifer aus den abgehorten Teilschliisseln g und g°
die geheimen Zahlen a und b berechnen und somit k bestimmen. Ein Algorithmus
fiir den diskreten Logarithmus in zyklischen Gruppen ist in §8 von Forster [5]
zu finden. Das Protokoll funktioniert im Prinzip mit allen endlichen zyklischen
Gruppen, wie z.B. elliptischen Kurven (Forster [5], §20).

3.4 El Gamal-Verschliisselung

Eine dhnliche Idee wie beim Diffie-Hellman-Protokoll liegt dem Verschliisselungs-
verfahren von El Gamal zugrunde. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dass
die Menge der Klartexte M = (Z/pZ)* und die Menge der Chiffrate ebenfalls
C = (Z/pZ)* sei.

Algorithmus 3.13 (El Gamal-Verschliisselung) Alice will eine geheime Nach-
richt m an Bob schicken. Es sei g ein Erzeuger von (Z/pZ)*, wobei p eine grofie
Primzahl ist.

(i) Bob wihlt eine geheime Zufallszahl b (den geheimen Schliissel) und be-
rechnet x = g® (den 6ffentlichen Schliissel).

(i) Alice wihlt eine geheime Zufallszahl a, die ggT(a, p — 1) = 1 erfiillt.
(i11) Alice berechnet y = g* und z = x*m, und schickt (y, z) an Bob.

(iv) Bob kann die Nachricht mit Hilfe seines geheimen Schliissels b durch die
folgende Rechnung entschliisseln:

2 = 2@ = 2™ = m(x®) 7 =m.
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Auch hier beruht die Sicherheit auf der Schwierigkeit, den diskreten Logarithmus
zu berechnen. Die Bedingung ggT(a, p — 1) = 1 ist nicht zwingend erforderlich.
Hitten a und p — 1 jedoch einen groBen gemeinsamen Teiler, so wiirde die Be-
rechnung des diskreten Logarithmus von g? erheblich vereinfacht.

3.5 RSA-Verschliisselung

Das RSA-Verfahren ist benannt nach seinen Erfindern Rivest, Shamir und Adle-
man.

Aufgabe 3.14 Fiir Primzahlen p,q € N gilt ¢(pq) = (p — 1)(g — 1).

Algorithmus 3.15 (RSA-Verschliisselung) Alice will eine Nachricht m an Bob
schicken.

(i) Bob wihlt zwei grofle geheime Primzahlen p, g und verdffentlicht n = pq.

(i1)) Bob wihlt eine zu ¢(n) teilerfremde Zahl e (den 6ffentlichen Schliissel). Mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus bestimmt er eine Zahl d (den
geheimen Schliissel), die ed = 1 mod ¢(n) erfiillt.

(i11) Alice kann mit den offentlichen Daten eine Nachricht m € Z/n’Z wie folgt
verschliisseln:
enc: Z/nZ — Z/nZ, m— me.

Sie schickt diese Nachricht an Bob.
(iv) Bob kann das Chiffrat m* mit seinem geheimen Schliissel entschliisseln:
dec : Z/nZ — Z/nZ, x> x°.
Es ist also dec(m®) = m*d = m.

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Aussage in Schritt (iv) wahr ist.

Es sei x € Z/n7Z. Nach dem chinesischen Restsatz gibt es einen Isomorphismus

VY : Z/nZ — Z]pZ X Z]qZ.

Es sei (x1, xp) = W(x). Ist x; = 0, so gilt trivialerweise xfd = x;. Falls x; # 0, so

ist x; eine Einheit in Z/pZ. Da nach Aufgabe 3.14 gilt ¢(n) = (p — 1)(q — 1), gilt
auched = Il modp —1und ed = 1 mod q — 1. Desweiteren ist ¢(p) = p — 1, und
somit folgt aus dem Satz von Euler

ed I+ke(p) _

X0 =X Xi.



3.5 RSA-Verschliisselung 63

Entsprechend folgt x5% = x,. Das bedeutet
(1, Xz)ed = (Xid,xzd) = (x1, X2),

und somit
=W (g, 1)) = P (x, x0) =

Damit ist dec o enc = idy,,z gezeigt. [ |

Man kann sich nun fragen, warum man im Beweis den Umweg iiber den chine-
sischen Restsatz nimmt, statt direkt mit dem Satz von Euler zu argumentieren,
dass

ed 1+kep(n) —

X =X X

gilt. Diese Argumentation ist aber nur fiir solche x zulissig, die zu n teilerfremd
sind. Daher verlagert man das Problem in die Ringe Z/p”Z und Z/qZ, denn da
p und q prim sind, ist hier sichergestellt, dass fiir alle x; # O der Satz von Euler
anwendbar ist.

Bemerkung 3.16 Die Sicherheit des RSA-Verfahrens beruht darauf, dass der ge-
heime Schliissel d schwer zu bestimmen ist. Dazu miisste man ¢(n) kennen und
dann das Inverse von e modulo ¢(n) bestimmen. Aber um ¢(n) zu kennen, muss
man wiederum die Primfaktorzerlegung pq von n kennen. Diese ist im Allgemei-
nen aber sehr schwer zu finden.
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Teil II
Geometrie in Vektorraumen

Bisher haben wir die algebraischen Eigenschaften von Vektorrdumen studiert.
Statten wir einen Vektorraum V mit einer zusitzlichen Struktur, einem Skalar-
produkt, aus, so erhilt V eine Geometrie. Genauer gesprochen kdnnen wir nun
Winkel, Abstidnde und Léangen in V definieren. Wie so oft steht uns hierbei ein ele-
mentarer Spezialfall Pate, in diesem Fall das Standardskalarprodukt im IR?. Durch
das Abstrahieren der algebraischen Eigenschaften von seiner konkreten Definition
werden wir auf eine abstrakte Definition fiir Skalarprodukte in beliebigen reellen
oder komplexen Vektorrdaumen gefiihrt.

4 Vektorraume mit Skalarprodukt

4.1 Das Standardskalarprodukt

Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren

X1 Y1
X = ,y=|:l€eR"
Xn Yn
ist definiert als
(Myy = x" -y = xiy1 + ... + X, 4.1

Das Ergebnis ist eine reelle Zahl, was den Namen Skalarprodukt erklirt.
Wir beschrinken uns der Ubersichtlichkeit wegen auf den Fall n = 2. Zunichst
stellen wir einige algebraische Eigenschaften des Skalarprodukts fest:

Bemerkung 4.1 Fiir x,y € R? gilt

(Xy) = xiy1 + X242 = Y1x1 + Yoz = (ylx). (4.2)
Das Skalarprodukt ist also symmetrisch.

Bemerkung 4.2 Fiir alle x,y,z € R? und jede Zahl « € R gilt

Ky +2) = x1(y1 +21) + 02(y2 + 22)
= XY+ X121 + XYy + 02
= (x1y1 + x212) + (X121 + X222)
= (xly) + (xl2)
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und

(Xlay) = x1(ay1) + x2(ay2)
= a(xy1) + a(x2y>2)
= a(x1y1 + x2y2)
= a(xly).

Das bedeutet, dass (x|-) fiir festes x eine lineare Funktion ist:
(Xay + 2) = alxly) + (x|2). 4.3)

Aus der Symmetrie (4.2) folgt, dass auch (-|x) fiir festes x eine lineare Funktion
ist. Dies bezeichnen wir als die Bilinearitéiit des Skalarpodukts.

Nun wenden wir uns den geometrischen Eigenschaften zu. Setzen wir x = y in
(4.1), so erhalten wir
(x|x) = x% + x%.

Das folgende Bild zeigt, wie wir dies geometrisch deuten konnen.

In diesem Bild stehen die e;-Achse und die e,-Achse senkrecht aufeinander. Wir
erhalten also ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Seiten durch x, die e;-Komponente
von x und die e;-Komponente von x gegeben sind. Die Hypotenuse entspricht hier
der Linie vom Ursprung nach x. Der Satz des Pythagoras besagt in dieser Situation

x7 + x5 = (Linge des Vektors x)*.

Das Skalarprodukt erlaubt uns also, die Linge

Ve = f22 + 22 (4.4)

eines Vektors x zu ermitteln. Insbesondere stellen wir folgendes fest:
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Bemerkung 4.3 Jeder Vektor x # 0 hat positive Linge. Der Vektor 0 hat jedoch
die Linge 0. Das bedeutet

(x|x) = 0, und,,= 0“ nur dann, wenn x = 0. 4.5)
Diese Eigenschaft werden wir spiter als positive Definitheit bezeichnen.

Auch das Skalarprodukt zweier verschiedener Vektoren x,y € R? lisst sich geo-
metrisch deuten. Dazu betrachten wir die Spezialfille y = e¢; und y = e, mit je-
weils beliebigem x. Im folgenden Bild sehen wir, wie x sich aus einem Vielfachen
von ¢; und einem Vielfachen von e, zusammensetzt.

()

S
X262 4 X2

) = X1€1 + xréy

Dabei ist der Betrag der jeweiligen e¢;-Komponente der ite Koeffizient x; (i = 1, 2).
Im Fall y = ¢, gilt
(xly) = (xler) = x1 - T+ x2-0 = xy,

und im Fall y = e, gilt
(xly) = (xle) = x1 -0+ x- 1 = xp.

Das Skalarprodukt (xle;) berechnet also den Betrag der senkrechten Projektion
von x auf die e;-Achse. Lax formuliert gibt (x|e;) an, welchen Beitrag der ite Ein-
heitsvektor zum Vektor x leistet. Dies liefert eine Zerlegung von x in orthogonale
Komponenten:

X = xje; + x5 = (xley)e; + (xley)es.

Ist nun y ein beliebiger Vektor der Linge 1, so kann man in einem geeigneten
Koordinatensystem annehmen, dass y = e; gilt. Wir stellen somit fest:

Bemerkung 4.4 Fiir einen Vektor y der Linge 1 gibt das Skalarprodukt (x|y) die
Linge der senkrechten Projektion von x auf die y-Achse an. Sind y,, y, zwei senk-
recht aufeinanderstehende Vektoren der Lénge 1 (z.B. y; = e;), so lésst sich x
mittels des Skalarproduktes in seine orthogonalen Komponenten bzgl. der Basis
{y1, y»} zerlegen:

x = (xlyyr + (xly2)ya.
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Diese letzte Eigenschaft erlaubt uns, die Darstellung von x in einer geeigneten
Basis allein durch das Berechnen von Skalarprodukten zu ermitteln. Besonders
interessant ist dies im Falle unendlicher Dimension, in dem man eine solche Dar-
stellung nicht durch das Losen linearer Gleichungssysteme erhalten kann.

In den folgenden Abschnitten 4.2 und 4.3 gelangen wir iiber die Eigenschaften
(4.3), (4.2) und (4.5) zu einer abstrakten Definition von Skalarprodukten. Zu-
nichst werden wir dazu den Begriff der Bilinearitit von einem sehr allgemeinen
Standpunkt aus untersuchen.

4.2 Bilinearformen

In diesem Abschnitt sei KK ein Korper und V ein K-Vektorraum.

Definition 4.5 Eine Abbildung s : V X V — K heif3t Bilinearform, falls fiir alle
x,y,z € Vund alle 1 € K gilt:

s(x +y,2) = 5(x,2) + 5y, 2),
s(x,y +2) = s(x, y) + s(x, 2),
s(Ax, y) = As(x, y),
s(x, Ay) = As(x, y).

Es bezeichne Bil(V) die Menge der Bilinearformen auf V.

Bemerkung 4.6 Dass s eine Bilinearform ist, ist dquivalent dazu, dass fiir jedes
x € V die Funktionen s(x,-) : V — K und s(:,x) : V — K Linearformen sind.
Bil(V) ist mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation von Funktionen ein
K-Vektorraum.

Definition 4.7 Es sei s : V X V — K eine Bilinearform.
(a) s heiflt symmetrisch, falls s(x, y) = s(y, x) gilt fiir alle x,y € V.
(b) s heiBit schiefsymmetrisch, falls s(x, y) = —s(y, x) gilt fiir alle x,y € V.
(c) s heif3t alternierend, falls s(x, x) = O gilt fiir alle x € V.

Es bezeichne Sym(V) die Menge der symmetrischen Bilinearformen auf V.

Aufgabe 4.8 Jede alterniernde Bilinearform s ist schiefsymmetrisch. Falls die
Charakteristik von K nicht 2 ist, ist s genau dann alternierend, wenn s schief-
symmetrisch ist.
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Beispiel 4.9 (Bilinearformen)

(a) Das Standardskalarprodukt s = (:|-) im R" ist eine symmetrische Bilinear-
form (vgl. Abschnitt 4.1).

(b) Auf K?Z ist durch
s(x,y) = det(x y)
eine alternierende Bilinearform gegeben.

(c) Auf dem Vektorraum C([a, b]) der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [a, b] ist durch

b
s(f,9) = f f(D)g(2) dt

ist eine symmetrische Bilinearform gegeben.

(d) Jede Matrix A € K™ definiert auf K" eine Bilinearform durch die Vor-
schrift
sax,y)=x"-A-y.

In der Tat konnen alle Bilinearformen von Vektorridumen endlicher Dimension in
der Form von Beispiel 4.9 (d) dargestellt werden:

Hilfssatz 4.10 Es seidimV = nund B = {b,,...,b,} eine Basis von V. Weiter
sei s : V XV — K eine Bilinearform. Wir setzen s;; = s(b;, b;) und definieren die
Matrix

S S
Sgls) =1 : - le K™, (4.6)
Sp1 v Snn
Dann gilt
s(x,y) = Op(x)" - S 5(s) - Op(y). 4.7)

Bewers: Beide Seiten der Gleichung (4.6) sind bilinear. Es geniigt also, die Gleich-
heit fiir Basisvektoren x = b;, y = b; zu zeigen. Es gilt

Op(b;) = e;.
Also ist
Op(b)" - Sp(s) - Op(b)) = e/ - Sp(s)-ej = s;; = s(b;, b)),

wie behauptet. |
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Aufgabe 4.11 Fiir gegebene Basis B ist die Abbildung
Sg:Bil(V) - K™, s Sp(s)
bijektiv und sogar ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
Beispiel 4.12 (Matrizen von Bilinearformen) Es sei B die Standardbasis von K".
(a) Fiir das Standardskalarprodukt im R" gilt {(e;le;) = J;;. Also ist
S (1) = 1n.
(b) In Beispiel 4.9 (b) gilt

s(e;,e1) =0 =s(ez,e2), s(er,ex)=1, s(er,e)=-1.

Ss(s) = (_01 (1))

Hilfssatz 4.13 Es sei dimV = n und B eine beliebige Basis von V. Weiter sei s
eine Bilinearform auf'V und S = S p(s).

Also ist

(a) s ist genau dann symmetrisch, wenn S eine symmetrische Matrix ist (d.h.
S=8").

(b) s ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn S eine schiefsymmetrische Ma-
trix ist (d.h. S = -S7).

BEWEIS:

(a) s symmetrisch genau dann, wenn s;; = s; gilt in (4.6). Dies ist dquivalent
zusS=S8".

(b) s schiefsymmetrisch genau dann, wenn s;; = —s; gilt in (4.6). Dies ist dqui-
valentzu S = -S7. ]

Sind fiir eine Bilinearform s die Matrizen S z(s) und S (s) fiir zwei Basen B, C
von V gegeben, so konnen wir dhnlich wie bei den Abbildungsmatrizen von End-
morphismen S ¢(s) bestimmen, wenn wir S g(s) kennen.

Satz 4.14 Es seidim V = n und es seien B, C Basen von V. Fiir jede Bilinearform
s: VXV - Kgilt
Sc(s) = (M) - S p(s) - M. (4.8)

Hier bezeichnet M§ = M (idy) die Ubergangsmatrix fiir den Basiswechsel von
der Basis C zur Basis B.
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Bewers: Fiir alle x € V gilt O¢(x) = ME - Op(x).
Also gilt nach (4.7) fiir alle x,y € V:

Op(x)" - S5(s) - Op(y) = s(x,y) = Oc(x)" - Sc(s) - Oc(y)
= (MZ-Op(x)" - Sc(s) - (M- Op(y))
= Op(x)" - (MY - Sc(s) - ME - Op(y).

Wegen der Eindeutigkeit von S p(s) folgt S g(s) = (M2)T - Sc(s) - ME. |
Bemerkung 4.15 Man beachte, dass im Allgemeinen
(MET # MY)™ = M5

gilt! Der Basiswechsel fiir Bilinearformen ist also anders zu berechnen als der
Basiswechsel fiir lineare Abbildungen (in der Tat ist jener leichter zu berechnen,
da man M lediglich transponieren und nicht invertieren muss).

Definition 4.16 Eine Bilinearform s € Sym(V) heiflit ausgeartet, falls x, € V,
xo # 0, existiert, so dass gilt

s(xp,x)=0 filirallex e V. 4.9)
Andernfalls heifit s nicht ausgeartet.

Aufgabe 4.17 Es sei dim V < co. Es ist s € Sym(V) genau dann nicht ausgeartet,
wenn fiir alle x € V die Abbildungen

S Vo Ve x sy, ),

S0 VoV xs(,x)
Isomorphismen sind.

Beispiel 4.18 In Beispiel 4.9 sind alle Bilinearformen nicht ausgeartet. Ein nicht-
triviales Beispiel fiir eine ausgeartete Bilinearform auf R? ist

1 0
—_ T . .
S()C, !/) =X (0 0) y.
Definition 4.19 Es sei s € Sym(V). Die Menge
Rads = {xg € V| s(xp, x) = 0 fiir alle x € V} (4.10)

heiBt das Radikal (oder der Kern) von s.
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Bemerkung 4.20 Offensichtlich ist s € Sym(V) genau dann nicht ausgeartet,
wenn Rad s = {0} gilt.

Hilfssatz 4.21 Ist S 3(s) eine Matrix fiir s € Sym(V), so gilt
®z(Rad s) = Kern S g(s).

Bewers: Ist xo € Rad s, so gilt e] - S 5(s) - ®p(xo) = O fiir alle Einheitsvektoren e;.
Also ist S z(s) - Op(xg) = 0.

Gilt umgekehrt S z(s)-v = 0 fiir ein v € K", so ist s(x, ®;1(v)) =0Op(x)"-Sp(s)-v=
0 fiir alle x € V. Also ist ©;'(v) € Rad s. [ ]

Folgerung 4.22 s € Sym(V) ist genau dann nicht ausgeartet, wenn S g(s) € GL,(IK).

4.3 Euklidische Vektorraume

Um zu einer abstrakten Definition von Skalarprodukten zu gelangen, ergénzen
wir den Begrift der Bilinearform nun um die den Eigenschaften (4.2) und (4.5)
enstprechenden Begriffe.

Definition 4.23 Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform s € Sym(V) heil3t
positiv definit, falls fiir alle x € V, x # 0, gilt

s(x, x) > 0.
Ein Skalarprodukt (:|-) auf V ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

Definition 4.24 Ein euklidischer Vektorraum (V, (:|-)) ist ein R-Vektorraum V
zusammen mit einem Skalarprodukt (:|-) : VXV — R.

Bemerkung 4.25

(a) Beachte, dass wegen der Bilinearitit stets s(0,0) = 0 gilt.

(b) Wir beschrianken uns bei der Definition von Skalarprodukten auf R-Vektor-
raume, da die positive Definitheit nur Sinn ergibt, wenn der zugrundelie-
gende Skalarkorper geordnet ist.

(c) Neben der Schreibweise (x|y) ist auch die Schreibweise (x, y) in der Mathe-
matik weit verbreitet. Gelegentlich wird das Standardskalarprodukt im R”
mit einem Punkt geschrieben: x - y.

DIn Abschnitt 4.5 werden wir ausnutzen, dass R ein Teilkorper von C ist, um auch in kom-
plexen Vektorrdaumen Skalarprodukte zu definieren.
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(d) Die Schreibweise (x|y) wurde von Dirac als Bra-Ket-Notation (von engl.
bracket) in der Quantenphysik eingefiihrt. Dirac interpretiert dabei einen
Vektor y € V als Ket-Vektor |y) und bezeichnet die Linearform x — (x|-)
aus V* als Bra-Vektor (x|. Das Anwenden der Linearform (x| auf den Vektor
ly) liefert dann gerade den Wert des Skalarprodukts (x|y).

Beispiel 4.26 (Euklidische Vektorriaume)

(a) Der R" mit dem Standardskalarprodukt ist ein euklidischer Vektorraum
(dass das Standardskalarprodukt ein Skalarprodukt im Sinne von Definition
4.23 ist, ergibt sich sofort aus den Uberlegungen in Abschnitt 4.1).

(b) Im R” ist fiir jede Matrix A € R™" durch s,(x,y) = x" - A - y eine Bilinear-
form gegeben. Wir iiberlegen, welche Eigenschaften die Matrix A besitzen
muss, damit s4 ein Skalarprodukt ist: Zunichst muss A nach Hilfssatz 4.13
eine symmetrische Matrix sein. Positive Definitheit bedeutet

sa(x,x)=x"-A-x>0
fir alle x € R", x # 0.

Die Beobachtung im letzten Beispiel veranlasst uns zu folgender Definition:

Definition 4.27 Eine symmetrische Matrix § € R™" heif3it positiv definit, falls
fiir alle x € R", x # 0, gilt:
x-S -x>0. (4.11)

Die Bedingung (4.11) direkt nachzupriifen ist in der Regel sehr schwer. In Ab-
schnitt 5.5 lernen wir einige Kriterien kennen, mit denen man eine symmetrische
Matrix leicht auf positive Definitheit priifen kann.

Hilfssatz 4.28 Es sei (V, (-|-)) ein euklidischer Vektorraum.

(a) (-|-) ist nicht ausgeartet.

(b) Ist dimV < oo mit Basis B, so ist die Matrix S = S p({:|-)) symmetrisch,
positiv definit und invertierbar.

(c) Alle Eigenwerte der Matrix S aus (b) sind positiv.
BEWEIS:

(a) Wegen der positiven Definitheit ist Rad(:|-) = {0}.
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(b) Ergibt sich aus Hilfssatz 4.13, Beispiel 4.26 (b) und Teil (a) zusammen mit
Folgerung 4.22.

(c) Sei A Eigenwert von S mit Eigenvektor x € R”. Dann gilt

O<x"-S-x=x"-A1-x)=21-x"-x.
—
>0

Das bedeutet A > 0. [

Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir noch ein Standardbeispiel eines Ska-
larprodukts in Funktionsvektorrdumen von unendlicher Dimension.

Beispiel 4.29 Der Vektorraum C([a, b]) der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a, b] ist ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt

b
(flg) = f f(Dg(ndr. (4.12)

Aus Beispiel 4.9 (c) wissen wir bereits, dass dies eine symmetrische Bilinearform
ist. Sie ist auch positiv definit: Es ist fa b f(®*dt > 0 fiir alle f € C([a,b]), da
f(®)? > Oist fiir alle ¢ € [a, b]. Falls f # 0 ist, so ist f(t)> > 0 an einer Stelle #, €
(a,b). Aus der Definition der Stetigkeit folgt, dass f(¢)*> > 0 in einer geeigneten
Umgebung (1), — 6, ty + d] von £, gilt (mit 6 > 0). Dann gilt aber

to+0

b
(fIf) = f f(£)*dt > f(O*dt > 26 min{f(t)* | t € [ty — 6,1y + 6]} > O.

th—0
Somit ist (:|-) in der Tat ein Skalarprodukt.

Wir wollen nun noch heuristisch verstehen, wieso man (4.12) als die Entspre-
chung des Standardskalarprodukts im R" auf Funktionsvektorriumen auffassen
kann: Ein Element x € R” ist durch seine Koeflizienten xi, ..., x, festgelegt. Eine
andere Sichtweise auf x ist es, x als Funktion x : {1,...,n} —» R aufzufassen, die
der Zahl i gerade den Wert des Koeffizienten x; zuweist: x(i) = x;. Das Standards-
kalarprodukt zweier Vektoren x,y € R" ist dann

() = > x(Dy(i),
i=1
die Summe {iiber das Produkt der Funktionswerte von x und y, ausgewertet an
allen Elementen von {1, ..., n}. Betrachten wir nun anstelle der endlichen Menge
{1,...,n}das Intervall[a, b] und die Funktionen darauf, so entspricht der endlichen
Summe Y%, wegen der Uberabzihlbarkeit von [a, b] das Integral fa * Auf diese
Weise fiihrt uns das Standardskalarprodukt auf (4.12).
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4.4 Normen, Winkel und Orthogonalitiit

Normen verallgemeinern den elementargeometrischen Langenbegrift:

Definition 4.30 Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Funktion || - || : V — R heif3it
Norm, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1) ||x|| > O fiir alle x € V\{0} und ||0]| = O.
(1) ||A - x| = || - ||x|| fiir alle x € V und 1 € R.
(iii) || - || erfiillt die Dreiecksungleichung fiir alle x,y € V:

llx -+ yll < llxll + liyll- (4.13)

Die Dreiecksungleichung bedeutet, dass die Summe zweier Seitenldngen eines
Dreiecks mindestens so grof3 ist wie die Linge der lingsten Seite des Dreiecks.

Xty

Die positive Definitheit eines Skalarprodukts erlaubt es, in Analogie zu (4.4) einen
Lingenbegrift fiir euklidische Vektorrdume einzufiihren.

Satz 4.31 Es sei (V,{:|-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann ist durch

llxll = v (xlx) (4.14)

eine Norm auf V definiert.

Beweis: Die Eigenschaft (1) folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts.
Die Eigenschaft (ii) folgt aus der Bilinearitit:

14 xll = V{AxlAx)y = VA2xlx) = V2 - y(xlx) = 1] - |1,

Fiir Eigenschaft (iii) verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (4.16), die
im Anschluss bewiesen wird:

(x +ylx + y) = (xlx) + 2{x|y) + {yly)
< (xlx)y + 201X - Nyl + <yly)
= (IIxIl + llylD*.

Waurzelziehen erhilt <, und somit folgt die Dreiecksungleichung. |
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Satz 4.32 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es sei (V,(:|-)) ein euklidischer Vektor-
raum. Fiir alle x,y € V gilt:

(xly)* < (xlx) - Cwly). (4.15)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhingig sind.

Bewers: Falls x = 0 oder y = 0 ist nichts zu zeigen. Also nehmen wir x # 0 und
y # 0 an. Es gilt

0§<iil‘ii—i>=<xlx2> <ny2>iz Glyy 5, Gl
15| I 17711 R 171 KO o 171 N o g | 7 [lxll - {1yl

=1 =1

(*)

Daraus folgt

(xly)
Y 1 bzw. T (xly) < I - Iyl
llxll - 11yl

Quadrieren ergibt (4.15).
Sind x, y linear abhingig, so gilt y = Ax fiir ein A € R. Dann ist

(xly)* = (xlx)y? = 2(dx)xlx) = (xlx) - (Axdx) = (xx) - (yly).

Umgekehrt nehmen wir nun an, es gelte Gleichheit in (4.15), also auch (x|y) =
[[x] - |ly||. Einsetzen in (x) ergibt

X y | x Yy
<G -l ) =2-2=0.
<IIXII [yl Il IIyII>
Aus der positiven Definitheit folgt 0 = ﬁ - ﬁ bzw. x = %y. [

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung wird auch in der folgenden Form angegeben:

xy) < [Ix1] - llyll- (4.16)

Bemerkung 4.33 Es gibt Normen, die nicht von der Form (4.14) sind, also nicht
zu einem Skalarprodukt gehoren. Ein Beispiel hierfiir ist die Maximumsnorm
auf dem R", gegeben durch

[|X]|max = max{x,...,x, | x; Koeffizienten von x}.

Es ldsst sich zeigen, dass eine Norm || - || genau dann zu einem Skalarprodukt
gehort, wenn alle x, y € V die Parallelogrammgleichung erfiillen:

llx + yll* + llx = ylI* = 211> + 2llyl>.
Siehe dazu Werner [14], Satz V.1.7. In diesem Fall lédsst sich das Skalarprodukt

durch die Norm ausdriicken. Dies nennen wir Polarisierung:

1
{rly) = 5 (lx + ylP = llxdl® = llyII). (4.17)
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Aufgabe 4.34 Es sei S € R™" eine symmetrische positiv definite Matrix mit
Eintrdgen s;;. Dann gilt:

(a) Esist 53, < sysy firi # k.

(b) Es existiert ein k mit max; ; |s;;| = sw (d.h. der betragsgrote Matrixeintrag
liegt auf der Diagonalen).

Koénnen wir Lingen bestimmen, so konnen wir auch Abstinde bestimmen. Dazu
definieren wir den Abstand zweier Vektoren x, y als die Linge des Verbindungs-
vektors von x zu y.

Definition 4.35 Es sei (V,(:|-)) ein euklidischer Vektorraum, M eine Teilmenge
von V und x,y € V. Der Abstand d(x,y) von x zu y ist

d(x,y) = |ly — x| (4.18)

und der Abstand d(x, M) von x zu M ist

d(x, M) = infld(x.y) | y € M), (4.19)
Y a m
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Aufgabe 4.36 Es sei V = R” und (:|-) das Standardskalarprodukt. Ist M c R”
abgeschlossen, so ist das Infimum in (4.19) ein Minimum. Insbesondere gilt dies,
wenn M ein Untervektorraum von V ist.

Aufgabe 4.37 Es seien x,y,z € V. Aus den Eigenschaften der Norm schlie3t man
fiir den Abstand:

(i) d(x,y) > Ofalls x # y und d(x,y) = 0 falls x = y.
(i) d(x,y) = d(y, x).
(iii) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Beispiel 4.38 In einem euklidischen Vektorraum (V, (:|-)) nennen wir die Menge
aller Vektoren mit Abstand » von einem Punkt x, € V die Sphére vom Radius r
mit Mittelpunkt x,, geschrieben

S.(x0) ={x €V |d(x,xg) =r}. (4.20)

Die Sphire S;(0) hei3t Einheitssphiire und ihre Elemente Einheitsvektoren (oder
normierte Vektoren). Im Fall V = R” mit Standardskalarprodukt (:|-) nennen wir
S,(0) die n — 1-Sphiire> vom Radius r, geschrieben

S ={xeR"||Ix]| = r}. (4.21)
Fiir die Einheitssphire im R” schreiben wir $*~' = S771.
€2

_[x1) _ [cos(a)

S! r--= Ix- (xz) B (Sin(a))
|
|
|
|
a |

€l

SDass man hier n — 1 statt n wihlt liegt daran, dass die Punkte auf S;"l bereits durch n — 1
Polarkoordinaten eindeutig festgelegt sind. In diesem Sinne ist §”~! ein ,,n» — 1-dimensionales*
Gebilde.
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Ein Skalarprodukt auf V ermdoglicht es nicht nur, Langen in V zu definieren, son-
dern auch Winkel. In diesem Sinne enthilt ein Skalarprodukt mehr Information
als eine Norm.

Betrachten wir zunichst wieder die vertraute Situation im R?. Gegeben sei ein
Dreieck mit Seitenldngen A, B, C und entsprechenden Innenwinkeln «, S, y.

Mit Hilfe des elementargeometrischen Cosinussatzes
A? + B> —=2ABcos(y) = C*. (4.22)
konnen wir den Winkel y in Abhingigkeit von den Seitenldngen angeben:
A2+ B> -C?
2AB '

Wir konnen also Winkel allein durch Liangen ausdriicken. Die Langen wiederum
konnen wir durch die Norm || - || des Standardskalarprodukts des IR? ausdriicken.
Dazu nehmen wir an, der Eckpunkt des Dreiecks beim Winkel y sei der Ursprung,
und wir wihlen Vektoren a, b € R? und ¢ = b — a wie im folgenden Bild:

cos(y) = (4.23)

Insbesondere gilt dann ||a|| = A, ||b|| = B, ||c|| = C, und vy ist der von den Vektoren

a, b eingeschlossene Winkel < (a, b). Setzen wir dies in (4.23) ein, so ergibt sich

wegen (c|c) = (b — alb — a) = (blb) — 2{(alb) + (ala):

{dla) + bIb) — (b —alb —a) _ {alb)
2llall - N5l llall - lIbII

cos(y) = (4.24)
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Da wir in jedem abstrakten euklidischen Vektorraum iiber die Norm einen Léngen-
begriff haben, konnen wir (4.24) als definierende Gleichung fiir den Cosinus des
Winkels nehmen (die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (4.16) gewéhrleistet dabei,
dass | cos(y)| < 1 gilt):

Definition 4.39 Es sei (V,(:|-)) ein euklidischer Vektorraum und x,y € V, x # 0,
y # 0. Der von x und y eingeschlossene Winkel ist die eindeutig bestimmte Zahl
A(x,y) € [0, 1] mit

(xly)

N T

(4.25)

Aufgabe 4.40 Fiir alle x,y € V\{0} und A, u € R* gilt:

(@) <(x,y) = Ay, x).

_ ) Sy, >0
(¢) ¥(x,y) =0 genau dann, wenn y = ax fiir ein o > 0.

(d) ¥(x,y) = m genau dann, wenn y = ax fiir ein @ < 0.

T—= <):(x’ .’/) <):(X, y)

—x ¢ >

Wie in Abschnitt 4.1 erldutert, ldsst sich das Skalarprodukt (x|y) (und somit der
Winkel) als MaBl der Komponente in x-Richtung von y auffassen.

Definition 4.41 Es sei (V, (-|-)) ein euklidischer Vektorraum. Zwei Vektoren x, y €
V heillen orthogonal (oder senkrecht), falls (x|ly) = O gilt, geschrieben x L y.
Zwei Teilmengen M, M, C V heillen orthogonal, M, L M,, falls x; L x, gilt fiir
alle x|, € My, x, € M,.
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Y A

T
_I<):(x’ !/) - 5

x L y bedeutet zugleich cos(x(x,y)) = 0, was wiederum (x,y) = 7 bedeutet.
Dies deckt sich mit unserer Anschauung, dass zwei Vektoren senkrecht aufeinan-
der stehen, wenn sie den Winkel 5 (= 90°) einschlieBen.

Beispiel 4.42 (Orthogonale Vektoren)

(a) In jedem euklidischen Vektorraum gilt O L x fiir alle x.

(b) Im R? mit Standardskalarprodukt sind die beiden Vektoren

A

orthogonal. Es gilt ndmlich
(xyy=x"-y=1-(-2)+2-1+3:0=-2+2=0.

(c) Im R" mit Standardskalarprodukt sind je zwei verschiedene Elemente e;, ¢;
der Standardbasis orthogonal.

(d) Im Vektorraum C([0, 27r]) mit Skalarprodukt (4.12) sind fiir m,n € N die
Funktionen cos(mt) und sin(nt) orthogonal, d.h. es gilt

271
(cos(m-)| sin(n-)) = f cos(mt) sin(nt)dt = 0.
0

In Kapitel 5 werden wir Systeme von orthogonalen Vektoren untersuchen.

Satz 4.43 (Pythagoras) Fiir Elemente x, y eines euklidischen Vektorraumes gilt
x L y genau dann, wenn

[l + llyll® = llx + wll. (4.26)
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BEeweIs: Es ist

lx + yll* = (x + ylx + y)
= (xlx) + (xly) + (ylx) + (yly)
= [IxI* + 2¢xly) + llylI*.

Also gilt (4.26) genau dann, wenn (x|y) = 0, d.h. x L y. [ |

Aus der Motivation fiir die Definition des Winkels ergibt sich direkt, dass auch
der folgende Satz gilt:

Satz 4.44 (Cosinussatz) Fiir Elemente x, y eines euklidischen Vektorraumes gilt

llxx = yl> = [1xI> + > = 21l - llyll cos(<(x, ). (4.27)

4.5 Unitire Vektorraume

Wir wollen nun den Ansatz, einen Vektorraum V vermoge eines Skalarprodukts
mit einer geometrischen Struktur auszustatten, auch auf C-Vektorrdume iiber-
tragen. Dafiir konnen wir jedoch nicht die Definition des Skalarprodukts unver-
andert iibernehmen: Ist etwa V = C? und betrachten wir das ,,Standardskalar-
produkt*

.
X -y =x1y; + x2y2

fiir x,y € C?, so ist dies zwar symmetrisch und bilinear, aber aufgrund moglicher
imaginérer Eintrdge kann die positive Definitheit verletzt werden. Fiir

xz(?)e@z
i

X cx=xi+xg=1"+i’=0.

ist beispielsweise

Durch eine kleine Modifikation kann man aber positive Definitheit erreichen. Da-
zu definiert man das Standardskalarprodukt auf C? durch

(xly) = x" -y = x1y; + X295
Da ¢ = |{]* € R fiir alle komplexen Zahlen ¢ € C, ist dies positiv definit:
(Ax) =xT - T= X% + 0% =[x+ nP>0

und ,,= 0* nur dann, wenn x = 0. Allerdings ist :|-) nur noch im ersten Argument
linear, im zweiten Argument gilt

(xly + Az) = (xly) + Axl2).
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Dies bezeichnen wir als sesquilinear (,,I%fach linear). Auch die Symmetrie ist
verlorengegangen. Es gilt stattdessen

(Xly) = x1y, + X2y, = y1X1 + yaXo = (Ylx).

Definition 4.45 Es sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung s : VXV — C heif3t
sesquilinear®, falls fiir alle x,y,z € V und A € C gilt:

s(x +y,2) = s(x,2) + 5(y, 2),
s(Ax, y) = As(x, y),

s(x,y +2) = s(x, y) + s(x, 2),
s(x, Ay) = /_ls(x, Y).

Eine Sesquilinearform s heifit hermitesch, falls fiir alle x,y € V gilt:
s(xX,y) = s(y, x).

Definition 4.46 Es sei V ein C-Vektorraum. Eine hermitesche Sesquilinearform
s : VXV — C heil3t positiv definit, falls fiir alle x € V, x # 0, gilt

s(x, x) > 0.

Ein unitires Skalarprodukt (:|-) ist eine positiv definite hermitesche Sesqui-
linearform.

Definition 4.47 Ein unitarer Vektorraum (V,(:|-)) ist ein C-Vektorraum V zu-
sammen mit einem unitdren Skalarprodukt (:|-).

Beispiel 4.48 (Unitire Vektorrdume) Die Beispiele konnen als ,,Komplexifizie-
rung‘ der enstprechenden euklidischen Beispiele aufgefasst werden:

(a) C" ist ein unitdrer Vektorraum mit dem (unitédren) Standardskalarprodukt
Xyy=x"-y=x1y, + ...+ x5, (4.28)

(b) Der Vektorraum C([a, b], C) der stetigen C-wertigen Funktionen auf dem
Intervall [a, b] ist unitdr mit dem Skalarprodukt

b
(flg) = f FOgidr. 429)

®Sesquilinearformen spielen in der theoretischen Physik eine groBe Rolle. Dort wird Sesqui-
linearitit iiberlicherweise jedoch so definiert, dass s im zweiten Argument linear ist und im ersten
Argument s(Ax, y) = As(x, y) gilt.
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Die Resultate iiber euklidische Vektorraumen lassen sich auf unitire Vektorriume
ibertragen, wenn man ihre Beweise so anpasst, dass sie die Sesquilinearitét be-
riicksichtigen, und gelegentlich einen Ausdruck z> durch |z*> ersetzt. Wir fiihren
sie daher ohne ausfiihrliche Begriindungen auf.

Satz 4.49 Es sei (V,{-|-)) ein unitirer Vektorraum der Dimension n. Weiter sei
B =1{by,...,b,} eine Basis von V und § € C"™" die Matrix mit Eintrdgen

sij = (bilb;).
Dann gilt fiir alle x,y € V:
(xly) = @5(0)" - S - Op(y). (4.30)
Desweiteren gilt S € GL,(C) und

—T

_s. (4.31)

Matrizen mit der Eigenschaft (4.31) heilen hermitesch.

Bemerkung 4.50 Jede hermitesche Matrix S € GL,(C) definiert ein unitéres
Skalarprodukt auf C” durch

(Alyy=x"-S -y.

Bemerkung 4.51 Eine reelle symmetrische Matrix S € GL,(IR) ist insbesondere
hermitesch, da§ = ST =5 gilt.

Satz 4.52 Es sei (V,{:|-)) ein unitidrer Vektorraum. Dann ist durch
llxll = v/ {x]x) (4.32)
eine Norm auf'V definiert.

Durch die Norm konnen wir Abstinde in V wie in Definition 4.35 definieren.

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt, wenn {x|y)* durch |{x|y)* ersetzt wird:

Satz 4.53 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es sei (V,(:|-)) ein unitirer Vektor-
raum. Fiir alle x,y € V gilt:

Kaxlg)® < (xlx) - Cyly). (4.33)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhidngig sind.
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Orthogonalitit x L y wird wieder durch (x|y) = O definiert.

Satz 4.54 (Pythagoras) Es seien x, y Elemente eines unitdren Vektorraumes. Gilt
x L y, so folgt

[l + llyll® = llx + wll. (4.34)

Im Folgenden sprechen wir von einem Vektorraum mit Skalarprodukt, wenn V
entweder ein euklidischer oder unitidrer Vektorraum ist.
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5 Orthogonalsysteme

5.1 Mengen orthogonaler Vektoren

Der Cosinus des Winkels y zwischen zwei normierten Vektoren a, b ist gerade
(alb). Das Skalarprodukt misst also, wie ,,verschieden* die Richtungen von a und
b sind. Dies ist konsistent mit der elementargeometrischen Beobachtung, dass die
Komponente von a in Richtung b gerade die Lénge cos(y) hat.

cos(y)

Die Komponente senkrecht zu b hat die Linge sin(y). Wie im Falle des Standard-
skalarprodukts aus Abschnitt 4.1 liefert das Skalarprodukt somit eine Zerlegung
von a in seine Komponenten parallel zu b und senkrecht zu b. Ist b* ein Einheits-
vektor senkrecht zu b, so gilt

a = cos(y)b + sin(y)b* = (alb)b + {alb™)b™.

bJ_

sin(y)b™

cos(y)b

Wir konnen b+ sogar bestimmen, indem wir von a seine Komponente parallel zu
b abziehen, a — {a|lb)b, und dann normieren:
. a—<{ab)b
"~ lla = <albbll
Wir wollen im Folgenden Systeme solcher paarweise orthogonaler Vektoren un-

tersuchen, insbesondere Basen, und welche geometrischen Informationen wir durch
sie gewinnen konnen.
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Hilfssatz 5.1 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und M c V\{0} eine
Menge, deren Elemente paarweise orthogonal zueinander seien (d.h. (x|y) = O fiir
alle x,y € M). Dann ist M linear unabhéingig. Insbesondere ist M endlich, falls
dimV < oo,

Beweis: Es seien xi, ..., x, verschiedene Elemente aus M und 4;,...,4,, € R
(oder € €), so dass gilt
Aixp+ ...+ Apx, = 0.

Nach Voraussetzung gilt firallei = 1,...,m:
0= (x1+...+A,x,0x) = 4 Oalx) + .00+ Adx|x) + .o+ Al = Aix|x;).

Und da (x;|x;) > 0, folgt A; = 0. Somit ist M linear unabhéngig. []

Es stellt sich nun die Frage, ob man in V eine ganze Basis bestehend aus paarweise
orthogonalen Vektoren finden kann. Im Falle endlicher Dimension werden wir
eine solche Basis im folgenden Abschnitt 5.2 konstruieren.

Definition 5.2 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine Basis B von V
heit Orthogonalbasis, falls b; L b, gilt fiir alle verschiedenen by, b, € B. Gilt
zusitzlich ||b|| = 1 fiir alle b € B, so sprechen wir von einer Orthonormalbasis.

Definition 5.3 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und M C V eine Teil-
menge. Dann heif3t
Mt={xeV|x1 M) (5.1

das orthogonale Komplement von M in V.

Hilfssatz 5.4 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und N € M C V Teil-
mengen # (). Es gilt:

(a) Nt 2> M*.

(b) M+ ist ein Untervektorraum von'V.

(c) [M]*+ =M+,

(d) [M] S (M*).

(e) IstdimV = n und U ein Untervektorraum, so gilt dim U+ = n —dim U,
V=UeU" (5.2)

und (UH)* = U.
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BEWEIS:

(a) Seix e M*.Dax L yfiiralle y € M, gilt insbesondere x L z fiir alle z € N.
Alsoist x € N*.

(b) Esist0 € M*, also M # 0. Fiir x;,x, € M+ und 2 € R (oder € C) gilt fiir
alley € M:

X1+ Aaly) = (aly) + Kxaly) =0+ 41-0=0.
Also ist x; + Ax, € M*.

(¢) Nach Teil (a) gilt [M]*+ € M*.
Seinun x € M- und y = Ljy; + ... + Ly firy,, ...,y € M. Dann gilt

Wlx)y = 4yilx) + ... + Ayl x) = 0.
Also ist x € [M]*. Folglich gilt auch M+ C [M]*.
(d) Folgt aus der Rechnung in Teil (c).

(e) Istx € U N U™, so gilt (x|x) = 0. Wegen der positiven Definitheit ist x = 0.

Es sei by, ..., by eine Basis von U. Nun bedeutet y L U, dass y eine Losung
des homogenen linearen Gleichungssystems

<b1|y> = Oa ey <bk|y> = 0
ist. Dieses lineare Gleichungssystem besteht aus k linear unabhéngigen Glei-
chungen und hat somit einen n — k-dimensionalen Losungsraum. Nach De-
finition ist dieser Losungsraum U+. Es folgt (5.2). Des Weiteren gilt U C
(U und dim(U)" =n—dimU* =n—-(n—k)=k. AlsoU = (U")". =

Aufgabe 5.5 Fiir Teilmengen M, M, und Untervektorrdume U, U, eines Vektor-
raums V mit Skalarprodukt gilt:

(a) (M] UMz)'L = MiL ﬂM;‘
(b) (U, n Uz)J' 2 Uf'+ U;‘

(c) Im Falle endlicher Dimension gilt Gleichheit in (b).
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Bemerkung 5.6 Der Beweis von Hilfssatz 5.4 (e) zeigt insbesondere, dass U~ als
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

(bily) = 0,...,{(bly) =0

eindeutig bestimmt ist. So kann man zu einem gegebenen Untervektorraum U C V
beliebig viele Komplementdrrdume W mit W @ U = V finden, aber nur einen
einzigen, der senkrecht auf U steht.

Beispiel 5.7 (Orthogonales Komplement) Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt
des R*. Die Vektoren

eR*

u = , Up =

0
1
0
0
spannen den Untervektorraum U = [u;, u,] im R* auf. Die Elemente y des ortho-

gonalen Komplements U+ miissen die Gleichungen

(ulyy =uj -y =0,
(alyy =uy -y =0

erfiillen. Ausgeschrieben ist dies das lineare Gleichungssystem
Y
I -1 1 0} [y _(O
0 1 0 0 [y5| \0)°

Y4
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Der Losungsraum dieses Systems ist

1Y) (0

ol o
UL:[_I,O].

o) 1

5.2 Das Gram-Schmidt-Verfahren

Ist C = {cy, ..., ci} eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren in einem Vek-
torraum V mit Skalarprodukt, so kénnen wir aus den ¢; eine Menge von paarweise
orthogonalen und normierten Vektoren B = {by, ..., b;} konstruieren, die den sel-
ben Untervektorraum aufspannen wie cy, .. ., ¢.

Wir illustrieren das Konstruktionsverfahren zunédchst am Beispiel C = {c, ¢3}.

(&)

C1

Im ersten Schritt wihlt man einen Vektor aus C, etwa c;, und normiert ihn. Dann

sei by = ”iﬁ das erste Element der Menge B.

2

C1 C1

1

llci ]

Nun konstruieren wir einen zu b, orthogonalen Vektor, der in der linearen Hiille
von by, ¢, liegt. Dazu erinnern wir uns, dass (b|c;)b, die Komponente von ¢; in
Richtung des Vektors b ist.
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b, (bilc2)by

Wenn wir diese Komponente von ¢, abziehen, so erhalten wir einen Vektor b, =
¢ — (by|c2)b;, dessen Komponente in b;-Richtung 0O ist. Das bedeutet b, L b;.

~ (&)
c2 —{bilc2)by = by

by

by

So erhalten wir die gesuchte Menge B = {by, b,}.
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Der folgende Algorithmus erweitert dieses Verfahren auf Mengen mit k Vektoren:

Algorithmus 5.8 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Es sei V ein Vektorraum
mit Skalarprodukt, C = {cy, ..., c;} eine Menge linear unabhiingiger Vektoren in V
und U = [C] der von den ¢; aufgespannte Untervektorraum. Berechne eine Menge
paarweise orthogonaler Vektoren B = {b,, ..., by} nach folgender Vorschrift:

(1) Setze

(i1) Firr=2,...,k setze

r—1 %
~ r bl ~
b= - by (5.3)
= (bilbi)
Dann gilt [B] = [C], d.h. B ist eine Orthogonalbasis des Untervektorraums U.
Normieren der b; liefert eine Orthonormalbasis B = {by, ..., by} von U:
(1) Firr=1,..., k setze ~
b,
br = —. (54)
16l

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber k. Als Induktionsvoraussetzung
kénnen wir [cq,...,ci—1] = [b1,...,Dr ;] annehmen, und dass b; L Bj gilt fiir
1 <i# j<k-1.Nunfolgt

<blck>~
bk— k_z(blb) [c1,... ¢l

———
€lctyeni-1]

Losen wir (5.3) nach ¢, auf, so finden wir

b 3

i=1

%‘l

Z)l,...,l;r] C[i)l,...,Ek].

@‘l

Somit gilt [B] = [C] = U. Da C linear unabhingig ist und B ebenfalls eine
Erzeugermenge mit k Elementen ist, ist auch B linear unabhingig. Es bleibt zu
zeigen, dass b, L by fiir r < k gilt:

k=1 %
=z B (bilcr) (bilcy)
Drlbry = (bylex) A <;9ﬁ|li: = (b/lcx) - s >< b,y =

Somit ist B eine Orthogonalbasis von U. Es folgt sofort, dass B eine Ortho-
normalbasis von U ist. |
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Satz 5.9 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV < oo. Jede Teil-
menge orthogonaler Vektoren von V lésst sich zu einer Orthogonalbasis von V
ergidnzen. Es existiert eine Orthonormalbasis {by,...,b,} von V, und jedes x € V
wird in dieser Basis wie folgt dargestellt:

x ={xb1)b; + ...+ (x|by)b,. (5.5)

Bewers: Jede Teilmenge orthogonaler Vektoren ist linear unabhéngig, ldsst sich
also zu einer Basis von V ergidnzen. Aus dieser Basis kann man mit dem Gram-
Schmidt-Verfahren eine Orthonormalbasis {b1, . .., b,} konstruieren.

Ist x = 416y + ... A,b,, so gilt

(xlb1) = 1iD1lbr) + A(balb1) + ... + A,(bulD1) = Ay,
und entsprechend A; = (x|b;) firi = 2,...,n. [ |
Folgerung 5.10 Es seien C, B Basen von U wie in Algorithmus 5.8. Die Basis-

wechselmatrix Mg ist eine obere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonalen und
Eintrigen in Zeile i, Spalte j:

und O fiir i > j. Die Basiswechselmatrix M ist eine obere Dreiecksmatrix mit
Eintridgen ||bil|, . . ., ||bi|| auf der Diagonalen.

Beweis: Aus (5.3) folgt fiir j = 2,...,k:

<l~7j—l|cj> 3 <131|Cj>l~?

ci=b;+ .t —=—0.
(D1lby)

—Dbi 1 +..
o (bj-11bj-1) !

Dies liefert die Darstellung der Vektoren aus C in der Basis B.
Die Basiswechselmatrix von B zu B ist die Diagonalmatrix
(Il 0

Mg = ‘. . .
0 1Bl

Daher ist Mg = Mg . Mg eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonaleintriagen
”bl”aaku” u
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Beispiel 5.11 (Orthonormalbasis) Es sei (-|-) das Standardskalarprodukt des R*.

Die Vektoren

1 0

-1 1 1

S ,C2:0,C3=_1 e R*
0

0
spannen den Untervektorraum U = [c, ¢, c3] im R* auf. Sie bilden jedoch keine

Orthogonalbasis von U. Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren bestimmen wir nun
eine Orthonormalbasis. Wihle

1
- -1
b1:C1: 1
0
Dann ist
) 0 1 1
;o hiley); 1D |11 2
ST (V] HEE T I O R P
0 0 0
und
. b . b -
N <~llf3>b1 _ <~2|S3>b2
(by|by) (ba|by)

1

1 1 1
I -1 I |2 1 0

by = —- s bhy=— |7, b= —- .
SR B IRV EY R b
0 0 0
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5.3 Orthogonalprojektionen

Nach Hilfssatz 5.4 (e) ist V = U @ U™ fiir einen n-dimensionalen Vektorraum
V mit Untervektorraum U. Jedes x € V lisst sich folglich in eindeutiger Weise
zerlegen in

xX=u+u" (5.6)

mitu € U, ut € U+.

UJ_

Ist {by,...,b;} eine Orthonormalbasis von U, so konnen wir diese durch eine
Orthonormalbasis {by,1,...,b,} von U+ zu einer Basis von V ergéinzen. In die-
ser Basis lésst sich x wie folgt darstellen:

X = <X|b1>b1 + ...+ (xlbk)bk + (xlbk+1)bk+1 + ...+ <X|bn>bn .

eU eU+t

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung gilt somit
u = (xlb)by + ... + (xlb)by, w” = (xXlbre)bisr + ...+ (xby)by.

Dies veranlasst uns zur folgenden Definition, in der wir nicht verlangen, dass
dimV < oo ist:

Definition 5.12 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein k-dimen-
sionaler Untervektorraum mit Orthonormalbasis {by, ..., b;}. Die Abbildung

Iy, : VoV, xb <x|b1>b1 + ...+ (xlbk>bk (57)

wird Orthogonalprojektion auf U genannt.
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Satz 5.13 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein k-dimensionaler
Untervektorraum von V.

(a) Iy ist linear.

(b) Iyly = idy, BildI1y = U und U+ C KernIly.

(c) T, = Iy.

(d) IstdimV < oo, so ist U+ = KernIly und Iy = idy — I.
(e) IstdimV < oo, so gilt |[[Ty(x)|| < ||x]| fiir alle x € V.

BEWEIs:

(a) Folgt aus der Linearitdt der (:|b;),i = 1,... k.

(b) Jedes u € U lidsst sich in der Form u = A1b; + ... + Aib; schreiben. Also ist

d.h. I1y|y = idy. Da Ily(x) fiir alle x € V eine Linearkombination von
Elementen aus U ist, folgt Bild 1y = U. Fiir u* € U™ ist

HU(IAJ') = <Ml|b1>b1 + ...+ <I/tJ'|bk>bk =0.

(c) Folgt sofort aus Teil (b).

(d) Esseix e V.GemiB (5.6) ist x = u + u*. Dann gilt:
My (x) = ut = x—u = >idy — Hy)(x).
Sei nun x € Kern I1;. Nach Teil (b) gilt
0 = My(x) = Hy(u) + My(u') = u.
Also x =u*- e U*.
(e) Nach dem Satz von Pythagoras gilt fiir alle x € V:
1P = el + et 1P 2 el

fiir u, u* wie in (5.6). [ |



98 5 Orthogonalsysteme

Aufgabe 5.14 Im R" mit Standardskalarprodukt wird die orthogonale Projektion
auf einen Untervektorraum U mit Basis by, .. ., by durch die Matrix

Py =b; b—lr++bkbl—€r
dargestellt.
Fiir den Rest des Abschnitts nehmen wir dim V' = n an. Die orthogonale Projektion

erlaubt es uns, den Abstand d(x, U) eines Vektors x € V zum Untervektorraum U
zu berechnen (vgl. Definition 4.35).

UJ_

Definition 5.15 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, dim V = n, und U
ein Untervektorraum von V. Dann heif3t I1;(x) der LotfuBpunkt von x auf U, und
x — IIy(x) das Lot (oder der Lotvektor) von x auf U.

Satz 5.16 Ist{b,,...,b;} eine Orthonormalbasis von U, so ist
k
d(x, Uy’ = d(x,y(x))* = |Ix* - Z [Kxlb)P. (5.8)
i=1

BEwEIs: Zuerst ist zu zeigen, dass [1y(x) unter allen u € U den Abstand d(x, u)
minimiert: Fiir alle u € U ist u — I1y(x) € U und folglich

u—1Ily(x) L x—Ily(x) =y (x).
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Nach dem Satz des Pythagoras ist
d(x,u)’ = |lx = ull® = |lx = My (x) + My(x) — ul?
= |l = Ty (I + [Ty (x) = ull®

= d(x, TTy(x))* + My (x) — ul?
>0

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn der letzte Summand = O ist, also fiir u =
[Ty (x). Somit gilt d(x, U) = d(x, [Ty(x)).

Es bleibt die zweite Gleichheit in (5.8) zu zeigen:

k k
e Ty (Y = [l = TP = 1P = | b = I = > KxibP,
i=1 i=1

wobei fiir die letzte Gleichheit wiederholt der Satz des Pythagoras und die Ortho-
gonalitiit der b; verwendet wird. Die Betragsstriche um [(x|b;)|* schreiben wir, um
auch den unitiren Fall abzudecken. [ ]

Aufgabe 5.17 Es sei V = R" mit dem Standardskalarprodukt. Es sei A € R™*
die Matrix mit Spaltenvektoren ay,...,a; € R"und U = [a;,...,a;] C R".

(a) Esistx € R” genau dann in U+, wenn A" x = 0 gilt.

(b) Fiir alle x € R" existiert & € R%, so dass ATA¢ = AT x und fiir alle £ € R*
gilt [[AE — x| < [|AL — x]|.

Aufgabe 5.18 Fiiray,...,a, € V heifit

(arlay)y -+ A(aila)
g(al,...,ak) = det (59)
(aglar) -+ {aklar)
die Gramsche Determinante von a;, . . ., a;. Ist U ein Untervektorraum mit Basis
ai,...,a, so gilt fiir jedes x € V:
d(x, Uy = B0 @ X) (5.10)
glay,...,ax)

5.4 Vollstindige Orthogonalsysteme und Hilbert-Riume

Satz 5.9 iiber die Existenz einer Orthonormalbasis gilt im Allgemeinen nicht in
unendlichdimensionalen Vektorrdumen V. Um mit solchen Rdumen arbeiten zu
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konnen, ist es dennoch wiinschenswert, eine Darstellung dhnlich der in Gleichung
(5.5) fiir alle x € V zu haben. Eine Vektorraumbasis von V kann iiberabzihlbar
viele Elemente haben, und in vielen Fillen wird man sie nicht einmal explizit
angeben konnen. Ist V mit einem Skalarprodukt ausgestattet und erfiillt eine zu-
sdtzliche Bedingung (vgl. Definition 5.22), so konnen wir jedoch einen Ersatz fiir
die unhandlichen Vektorraumbasen finden: Es existiert dann eine Menge B von
paarweise orthogonalen Vektoren, so dass jedes x € V in der Form

X = Z<x|b>b 5.11)

dargestellt werden kann. Hierbei tritt die Schwierigkeit auf, dass die Menge B
unendlich sein kann, und somit die Summation };,.; eine unendliche Reihe dar-
stellt, deren Konvergenz sicherzustellen ist. Konvergenz ist dabei im Sinne der
folgenden Definition zu verstehen:

Definition 5.19 Es sei V ein Vektorraum mit einer Norm || - ||. Eine Folge (x,,),en
in V konvergiert in der Norm || - || gegen x € V, wenn gilt:
l|[x, — x| > 0 fiirn - . (5.12)

Die Darstellung (5.11) ist auch keine Linearkombination der b € B (da eine sol-
che nach Definition nur endlich viele Summanden haben diirfte), d.h. B ist keine
Vektorraumbasis im iiblichen Sinne. Wir definieren daher:

Definition 5.20 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Eine Menge B C
V, deren Elemente normiert und paarweise orthogonal sind, hei3t Orthonormal-
system. Gilt aulerdem

x = Z<x|b>b (5.13)

fiir alle x € V (unabhéngig von der Summationsreihenfolge), so nennen wir B ein
vollstiindiges Orthonormalsystem.

Das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit dem Studium unendlichdimensio-
naler Funktionsvektorriume befasst, ist die Funktionalanalysis. Dort ist es iib-
lich, vollstindige Orthonormalsysteme als Orthonormalbasen zu bezeichnen, auch
dann, wenn sie keine Vektorraumbasen sind.

Definition 5.21 Eine Folge (x,),cn in einem Vektorraum V mit Norm || - || heif3t
Cauchy-Folge, falls fiir alle € > 0 ein Index k existiert, so dass fiir alle n,m > k
gilt: ”xn - xm” <e.
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Definition 5.22 Ein Vektorraum V mit Skalarprodukt heiflit Hilbert-Raum, falls
jede Cauchy-Folge in V gegen ein Element aus V konvergiert.

Der folgende Satz erkldrt, warum Hilbert-Rdume fiir uns interessant sind:

Satz 5.23 Es sei V ein Hilbert-Raum. Dann existiert ein vollstindiges Orthonor-
malsystem B in V, und fiir alle x € V gilt

x= Z(xlb)b, (5.14)

wobei diese Reihe unbedingt” konvergiert.

Zum Beweis siehe Satz V.I.8 und V.I.9 in Werner [14]. Es ldsst sich zeigen, dass in
der Summe (5.14) nur abzihlbar viele {x|b) verschieden von O sind (Werner [14],
Lemma V.4.5). In den meisten interessanten Hilbert-Raumen gibt es ein abzihl-
bares vollstdndiges Orthonormalsystem. Solche Hilbert-R4ume heiflen separabel.

Beispiel 5.24 (Hilbert-Riume)

(a) Jeder endlichdimensionale R- oder C-Vektorraum mit Skalarprodukt ist ein
Hilbert-Raum (aus der Analysis ist bekannt, dass Cauchy-Folgen im R”"
konvergieren). Jede Orthonormalbasis ist ein vollstdndiges Orthonormal-
system.

(b) Der Vektorraum der quadratsummierbaren komplexen Folgen,
£©) = {(@ex | Y lanf < o)
n=1

mit dem Skalarprodukt

alby = > a,b, (5.15)
i=1
ist ein Hilbert-Raum: Dass die Reihe in (5.15) konvergiert, kann man mit
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nachweisen. Dann rechnet man direkt
nach, dass es sich um ein unitires Skalarprodukt handelt. Wir zeigen nun,
dass jede Cauchy-Folge (x,),en konvergiert: Nun ist (x,),en €ine Folge von
Folgen, d.h. x, = (x,,.,))ien-. Es seien € > 0 und & so, dass fiir m, n > k gilt

(o)
6, = Xl = J D i = X < .
i=1

"'Das bedeutet, dass die Konvergenz nicht von der Summationsreihenfolge abhiingt.
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Dann gilt auch fiir die einzelnen Summanden |x,; — x,,,;| < €. Also sind fiir
alle 7 die Folgen (x;,;),en Cauchy-Folgen in C, die in C gegen ein Element
x; € C konvergieren. Dann ist die Folge x = (x;);en €in Element von £2(C)
und der Grenzwert von (x,),cn: Fiir € > 0 und festes » € IN gibt es &, so dass
fiir m,n > k gilt Y/, |x,; — x> < &. Fiir m — oo gilt wegen der Stetigkeit
des Betrags Y, |x,; — x;I* < &. Da dies fiir alle r gilt, folgt

[Se]
D i = xil < e

i=1
Also ist die Folge z = (x,; — X;)ien €in Element von ¢*(C). Da £*(C) ein
Vektorraum ist, ist auch

x=x,—z€l0),

und da fiir n > k gilt ||x, — x|| < &, folgt x, — x fiirn — oo.

Ein vollstindiges Orthonormalsystem in £?(C) ist durch die Folgen
e;=(0,...,0,1,0,...),

mit 1 an der iten Stelle, gegeben.

Der reelle Hilbert-Raum ¢2(IR) ist analog definiert, wobei man in (5.15) auf
die komplexe Konjugation verzichten kann.

Bemerkung 5.25 In der Theorie der (separablen) Hilbert-Riume spielen die £2-
Rédume eine dhnliche Rolle wie Rdaume R” und C" in der Theorie der endlich-
dimensionalen Vektorrdume. Hat man ndmlich in V ein abzihlbares vollstiandiges
Orthonormalsystem B gewdhlt, so wird x € V durch die Reihe

X = i(xlbiﬂ?i
i=1

dargestellt. Dann ist x bereits vollstindig durch die Folge der Koeffizienten x; =
(x|b;) bestimmt. Die Zuordnung

Op: V- (0), x> (x1,x,x3,...)

ist ein Isomorphismus und nach der Parsevalschen Gleichung (5.18) sogar eine
Isometrie (siehe Abschnitt 6.1). Dies entpricht der Koordinatendarstellung in end-
licher Dimension durch Spaltenvektoren im C".

Nicht alle unendlichdimensionalen Vektorrdume mit Skalarprodukt sind Hilbert-
Riume, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 5.26 Der Vektorraum C([0, 1]) mit dem Skalarprodukt

1
flo) = [ siogoar
0
ist kein Hilbert-Raum. Betrachte dazu die Folge (f,,),cn der Funktionen

fu(®) = 1"

09
0.8
0.7
0.6
0.5
04
03
02
0.1

0.0
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Dies ist eine Cauchy-Folge. Sie konvergiert punktweise gegen die Funktion

o= { 4 <0

Da 1
o= 1P = f () = fOPdt — 0
0

gilt, konvergiert f,, auch in der Norm ||-|| gegen f. Aber f ist nicht stetig und somit
kein Element von C([O, 1]).

Dennoch gibt es ein vollstandiges Orthonormalsystem B in C([0, 1]). Dies ldsst
sich damit erkldren, dass C([0, 1]) ein Untervektorraum eines groBeren Hilbert-
Raumes V ist, der auch unstetige Funktionen beinhaltet. In diesem Hilbert-Raum
V ist B ein vollstidndiges Orthonormalsystem, somit auch in C([0, 1]). Ein Beispiel
fiir solch ein B ist

B = {10} U{V2sinQ2an-) | n € N} U{V2cos(2rn-) | n € N}, (5.16)
vgl. auch Beispiel 4.42 (d). Die Darstellung (5.14) einer Funktion f € C([0, 1])
(oder f € V)

=l + Z 2(f|sin(27rn-)) sin(2nn-) + Z 2(f| cos(2nn-)) cos(2nn-)
n=1 n=1
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ist als Fourier-Reihe von f bekannt. Die Skalarprodukte {f|1(9.1}), 2{f| sin(27n-))
und 2(f|cos(2nn-)) heilen Fourier-Koeffizienten von f. Die Reihe konvergiert
in der Norm || - ||. Dies zu beweisen erfordert aufwindige Hilfsmittel aus der Ana-
lysis, daher sei auf Korner [9], Theorem 34.1, verwiesen. Es gibt stetige Funk-
tionen, deren Fourier-Reihe nicht auf ganz [0, 1] punktweise gegen f konvergiert.
Ein Beispiel fiir eine Fourier-Reihe einer stetigen Funktion, die an einem einzel-
nen Punkt sogar divergiert, findet sich in Kapitel 18 von Korner [9]. Ist f jedoch
zweimal stetig differenzierbar, so ldsst sich zeigen, dass die Fourier-Reihe von f
gleichmifig gegen f konvergiert (Korner [9], Theorem 9.6).

Aufgabe 5.27 Es sei V ein Hilbert-Raum mit einem abzéhlbaren Orthonormal-
system B. Weiter seien x,y € V:

(a) Es gilt die Besselsche Ungleichung

Z Kby < 1l (5.17)

i=1

(b) Ist B vollstindig, so gelten die Parsevalsche Gleichung
Z Kxlbid)l? = ||xI? (5.18)
i=1
und die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung
Z(xlbi><bi|y> = (xly). (5.19)
i=1

Insbesondere gelten (5.17), (5.18) und (5.19) in endlicher Dimension.

5.5 Positiv definite Matrizen

Wir wenden die bisherigen Resultate dieses Kapitels an, um Kriterien fiir die po-
sitive Definitheit von symmetrischen Matrizen herzuleiten.

In diesem Abschnitt sei S stets eine reelle symmetrische n X n-Matrix mit Ein-
tragen s;; fiir 1 < i, j < n. Es bezeichne S die obere linke k X k-Untermatrix von
S mit Eintrdgen s;; fir 1 <i, j < kund k < n.

2 1 0
S=|1 1 -1

Beispiel 5.28 Ist

c R3X3,
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so haben wir

Si=Q)eR™, §,= (f i) e R, S3=8eR™,
Hilfssatz 5.29 Ist S positiv definit, so sind auch Sy, ..., S ,_| positiv definit.
Beweis: S definiert ein Skalarprodukt auf R” und S beschreibt die Einschrankung
dieses Skalarprodukts auf den Untervektorraum [ey, ..., e;]. Daher muss auch S
positiv definit sein. ]

Satz 5.30 Es sei S € R™" eine symmetrische Matrix. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(i) S ist positiv definit.

(ii) Es existiert eine obere Dreiecksmatrix R € GL,(IR) mit positiven Eintridgen
auf der Diagonalen, so dass gilt:

S =R"-R. (5.20)

(iii) Firk=1,...,n gilt:
det(S¢) > 0 (5.21)

Bewers: (i)=(ii): Durch die Vorschrift (xly) = xSy ist ein Skalarprodukt auf R”
definiert. Nach Satz 5.9 existiert eine Orthonormalbasis B von R” fiir dieses Ska-
larprodukt. In dieser Basis B wird § durch die Einheitsmatrix [, dargestellt. Be-
zeichnet C die Standardbasis, so ist nach Folgerung 5.10 die Basiswechselmatrix
M§ eine obere Dreiecksmatrix mit gewissen Eintrigen 3; > 0 auf der Diagonalen.
Es gilt nach Satz 4.14:

S =M1, - M§.
Wiihlen wir R = M§, so gilt (5.20). Es gilt R € GL,(R), daR™" = M&.
(i))=(i): Es gelte S = RT - R. Dann ist

ST=(RT-R"=R"-(R")"=R"-R=S.
Also ist § symmetrisch. Fiir alle x € R", x # 0, gilt
x'-S-x=x""R"-R-x=(Rx)" - (Rx) >0,

denn der letzte Ausdruck ist gerade das Standardskalarprodukt von Rx mit sich
selbst. Folglich ist § positiv definit.
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(1)=(i11): Ist S positiv definit, so sind auch die S positiv definit (Hilfssatz 5.29).
Wegen der bereits bewiesenen Aquivalenz (i)<(ii) existieren obere Dreiecks-
matrizen R, € GL,(IR) mit positiven Diagonaleintrigen, die Sy = R] - Ry erfiillen.
Daraus folgt

det(S;) = det(R; - R;) = det(R]) det(Ry) = det(Ry) det(R;) = det(R)* > 0.

(ii1)=(ii): Beweis durch vollstindige Induktion iiber n. Firn = 1 ist § = (s1;) mit
s11 > 0. Setze R = (ry;) mit r;; = 4/sy;. Sei nun n > 1. Nach Induktionsannahme
existiert fiir §,_; eine obere Dreiecksmatrix R,_; € GL,_;(IR) mit positiven Dia-
gonaleintrigen, so dass §,_; = R, - R,_; gilt. Wir machen den Ansatz

n-1"

_ Rn—l Yy nxn n—-1
R—( 0 ﬁ)e]R , yeR",BeR,

wobei y und B so zu bestimmen sind, dass S = R" - R gilt. S hat die Gestalt

S:(S”T‘1 ;) xe€R", @ €R.

X

Dann gilt:

RT,R:(RI_I 0).(Rn—1y):(RZ_l.Rn_1 RT -y );(Sn_lx)-

y" | B 0 [B y Ry |y y+p X a

Es muss somit x = R,y gelten, und da R,_; nach Voraussetzung invertierbar ist,
gilt y = (RT_)~'x. Des Weiteren muss y"y + 5> = « gelten. Setze 8 = Va — y'y.

n—1
Fiir die Determinante von S gilt

0 < det(S) = det(R,_,)*5°,
also gilt 8 = de(ti(eltéiz)z’
Zahl ist, ist auch S eine positive reelle Zahl. Somit ist die Existenz von R mit
positiven Diagonaleintrigen gezeigt. [

und da der Ausdruck unter der Wurzel eine positive reelle

Das Kriterium (ii1) in Satz 5.30 ist als Hurwitz-Kriterium fiir positive Definitheit
bekannt. Die Zerlegung (5.20) aus Satz 5.30,

S =R"-R,

wird Cholesky-Zerlegung genannt. Sie ist die Grundlage fiir ein numerisches
Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme fiir positiv definite Matrizen.
Der folgende Algorithmus berechnet die Cholesky-Zerlegung fiir positiv definites
S und liefert einen Fehler, falls S nicht positiv definit ist.
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Algorithmus 5.31 (Cholesky-Zerlegung) Es sei S € R symmetrisch.

(i) Setze
i = VSi-
(1) Firi=2,...,n setze
j-1
1
rij = '(Stj_ rlkrjk)’ _]—1, Ji—1,
Tjj k=1
i—-1
— 2
ry; = Sii — I

Falls die letzte Wurzel nicht positiv ist, bricht man mit einem Fehler ab. In
diesem Fall ist S nicht positiv definit.

Nach n Schritten ist R™ = (r;;) die Matrix aus der Cholesky-Zerlegung von S .

Bewgrs: Die Formeln ergeben sich aus den Bedingungen R,y = x und g =
Va —y'y, wobei @ = s; im Beweis von (iii)= (i), Satz 5.30.

Algorithmus 5.32 (Cholesky-Verfahren) Es sei S € R™" positiv definit und
b € R". Gesucht ist eine Losung x des linearen Gleichungssystems

Sx=05b.

Eine solche Losung existiert, da S invertierbar ist. Sie kann wie folgt bestimmt
werden:

(i) Bestimme die Cholesky-Zerlegung S = R - R.
(ii) Lose durch Vorwirtseinsetzen R™c¢ = b nach c.

(iii) Lose durch Riickwértseinsetzen Rx = ¢ nach x.
Dann gilt Sx = R"(Rx) = R"c = b.

Das Cholesky-Verfahren ist schneller als die iiblichen numerischen Verfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme, da es die spezielle Struktur der Matrix S aus-
nutzt. Zwar liegt der Aufwand in beiden Fillen in O(n?), aber es lisst sich zeigen,
dass gegeniiber dem Gaul3-Algorithmus eine Beschleunigung um den Faktor 2
erziehlt wird, siehe dazu Abschnitt 1.3 in Schwarz [13].

Positiv definite Matrizen treten auf natiirliche Weise in vielen Problemen auf.



108 5 Orthogonalsysteme

Beispiel 5.33 (Lineare Ausgleichsprobleme) In der Datenanalyse miissen oft un-
bekannte Parameter durch Messreihen bestimmt werden, die die Parameter in
Form linearer Gleichungen festlegen. Bedingt durch Messfehler oder vereinfachte
Modellannahmen erhilt man in der Regel ein iiberbestimmtes lineares Gleichungs-
system, d.h. es liegen mehr Gleichungen vor als Variablen. Das System hat also

die Form
Ax=0>b

mit A € R™", wobei m > n, b € R™ und der Vektor x € R" enthilt die zu bestim-
menden Parameter. Im Allgemeinen ist ein solches System unldsbar. In diesem
Fall mochte man eine Nédherungslosung X € R” finden, fiir die der Fehler

A% — bl

minimal unter allen x € R" wird. Die geometrische Struktur dieses Problems
wird uns auf eine solche optimale Niherungslosung % fithren: Wir nehmen an,
A habe maximalen Rang n (d.h. liberfliissige Gleichungen werden ignoriert). Es

seien ay,...,a, € R™ die Spalten von A. Diese erzeugen einen Untervektorraum
U =la,...,a,] € R™ Falls b € U, so existiert eine Linearkombination b =
&lay + ...+ &,a,. Das System Ax = b ist in diesem Falle exakt l6sbar durch
&1
x=|:leR"
&n

Falls b ¢ U, so konnen wir ein solches x nicht finden. Gesucht ist also das X € R”,
fiir das der Abstand (also der Fehler) d(AX, b) = ||AX — b|| minimal wird.

Dieses AX ist somit die orthogonale Projektion I1,(b) von b auf U. Da b — AX L
ai,...,a, ist, muss gelten

(@lA%) = {ailb), . .., {an|AX) = (an|b).
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Das Standardskalarprodukt (a,|%) ist durch a - X gegeben. Schreiben wir diese
Gleichungen zeilenweise auf, so erhalten wir ein neues lineares Gleichungssystem
fiir x:

ATAX=ATb.

Nun ist § = ATA symmetrisch, und da A maximalen Rang hat, ist § auch positiv
definit. Also ist S invertierbar und es existiert die Ndherungslosung

i=S"T'ATb.

In der Praxis kann man dieses lineare Gleichungssystem mit dem Verfahren von
Cholesky 16sen. Dabei konnen jedoch Probleme mit Rundungsfehlern auftauchen,
weswegen man auch andere Verfahren in Betracht ziehen muss (Abschnitte 7.1
und 7.2 in Schwarz [13]).

Beispiel 5.34 (Nichtlineare Optimierung) Es sind die Minimalstellen einer zwei-
fach stetig partiell differenzierbaren Funktion f : R" — IR gesucht. An einem
Punkt p € R" ist die Hesse-Matrix von f definiert als

axlaxlf(p) e axlax,,f(p)
Hy(p) = : : :
axnaxlf(p) U 0xnaxnf(p)

Nach dem Satz von Schwarz gilt 8,.0,,f = 9,,0,.f, folglich ist H¢(p) fiir alle p
symmetrisch. Eine lokale Extremstelle'liegt vor, falls d,, f(p) =0 firi =1,...,n
gilt. Um herauszufinden, ob f(p) ein lokales Maximum oder Minimum von f ist,
kann man die Hesse-Matrix auf Definitheit priifen:

e Ist Hy(p) positiv definit, so handelt es sich bei f(p) um ein lokales Mini-
mum.

e Ist Hs(p) negativ definit, d.h. ist —H/(p) positiv definit, so handelt es sich
bei f(p) um ein lokales Maximum.

e Istdet(H/(p)) # 0, aber H¢(p) weder positiv noch negativ definit, so handelt
es sich bei f(p) nicht um ein lokales Extremum.

o Istdet(H(p)) = 0, so ldsst sich keine Aussage treffen.
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5.6 Eine Anomalie im IR3: Das Vektorprodukt

Der R? sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Es seien zwei linear unab-
hingige Vektoren

X1 Y1
X=|xX2],y=|yY2| € ]R’;
X3 Y3

gegeben, und U der von x, y im R? aufgespannte Untervektorraum. Da dim U = 2,
ist das orthogonale Komplement U+ eindimensional. Wir wollen x, y in eindeuti-
ger Weise einen zu U orthogonalen Vektor x X y zuordnen. Fiir ein solches x X y
muss gelten

(xxylzy=0 & ze€[xyl (5.22)

Beachte, dass fiir linear unabhéngige x, y ebenfalls gilt
dettxyz) =0 & z€l[xyl

Dies legt nahe, den Vektor x X y iiber die Determinante det(x y z) zu definieren.
Entwickle diese Determinante nach der dritten Spalte:

A X2y X1y X1y
det|x, y» z2|=2z det( 2 2)—z2det( : 1)+z3det( : 1)
X3 X3 X2

5oy 2 Y3 Y3 Y2
=7 det Y2 + 2o det Y3 + 23 det Y
X3 Y3 X1 Y X2 Y2
21 X2Y3 — X3Y»
= < 22 ‘ X3Yy1 — X1Y3 >
23 X1Y2 — X2Y1
Der Vektor
X2lY3 — X3l
XXy =[xy — x1y3 (5.23)
X1Y2 — X2l

erfiillt somit die Bedingung (5.22). Wir nennen x X y das Vektorprodukt (oder
Kreuzprodukt) von x und y.

Hilfssatz 5.35 Es seien x,y,z € R? und A € R. Dann gilt:
(a) x Xy = -y X x, insbesondere x X x = 0.
(b) x+y)Xz=xXz+yXz.

(©) (Ax) Xy = Ax xXy) = x X ().
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(d) xxy =0 genau dann, wenn x, y linear abhéngig sind.
(e) (xxylz) = (xly X 2).

(f) Es gilt
XX(YXD+yXx(EXx)+zX(xxy =0. (5.24)

Beweis: Ergibt sich sofort aus den Rechenregeln fiir Determinanten und der Defi-
nition des Vektorprodukts. ]

Aufgabe 5.36 Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im Allgemeinen gilt
nicht x X (y X z7) = (x X y) X z.

Aufgabe 5.37 Fiir die Standardbasis des R* gelten folgende Relationen:
e Xey=e3, €erXez=¢€, e3Xe =e).

Bemerkung 5.38 Die Gleichung (5.24) heifit Jacobi-Identitiit. Ein Vektorraum
V mit einem alternierenden Produkt, das die Jacobi-Identitit erfiillt, wird Lie-
Algebra genannt. Somit ist (IR?, x) eine Lie-Algebra.
Bemerkung 5.39 Das Vektorprodukt liefert eine Moglichkeit, im IR? orthogonale
Komplemente zu bestimmen: Ist x € R? gegeben, so wihlt man einen beliebigen
Vektor v, der zu x linear unabhéngig ist. Dann ist

Yy =x XU
im orthogonalen Komplement von x, und

Yo =X XY

ist im orthogonalen Komplement von x und y;. Also ist {y;, y,} eine Basis des
orthogonalen Komplements von x.

Aufgabe 5.40 Fiir x,y € R? gelten

[l P = llxll® - llyll* = (xly), (5.25)
[l X yll = llxll - llyll - sin(<x(x, y)). (5.26)

Die zweite Gleichung gibt den Flicheninhalt des Parallelogramms an, das von x
und y aufgespannt wird.
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XXy
X
>

Y
llxll [ ll - sin(y)

In hoheren Dimensionen n > 3 gibt es fiir die lineare Hiille zweier Vektoren x, y
keine eindeutige orthogonale Richtung, daher lédsst sich das Vektorprodukt nicht
direkt verallgemeinern. Fiir n — 1 linear unabhédngige Vektoren im R" kann man
aber eine analoge Definition angeben:

(=D det(X1,)

-

XX X X = [ (1) det(X;)

(=)™ det(X,)

wobei X = (x; x, -+ x,_1 y) € R™ und X, die Matrix ist, die aus X entsteht
durch Streichen der iten Zeile und nten Spalte. Dann gilt

Xy X oo X Xy L [X1,.00, X0 ]

Hierbei handelt es sich aber nicht mehr um ein Produkt im uiblichen Sinne, da
diese Formel nur mit #n — 1 > 2 Vektoren sinnvoll definiert ist.
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6 Isometriegruppen

In diesem Kapitel studieren wir eine wichtige Klasse von linearen Abbildungen,
die wir anschaulich als die ,,starren Bewegungen* im Raum auffassen. Die folgen-
de Zeichnung soll dies illustrieren.

D(2)
y Z y <
¥(y) <z) D(y) O(x)
0 ——P(x) 0 .

Hier sind ®,%¥ : R?> — IRR? jeweils lineare Abbildungen. Wir betrachten ihre
Wirkung auf einem Quadrat, dessen Ecken durch die Vektoren 0, x, y, z gegeben
seien. Offensichtlich wird man die Abbildung ‘¥ nicht als ,,starr* auffassen wollen,
da das Quadrat hier verzerrt wird (genauer gesagt handelt es sich bei ¥ um die
Kombination einer Scherung und einer Skalierung). Die Abbildung ® hingegen
verdandert zwar die Lage des Quadrates, aber nicht seine geometrische Gestalt (es
handelt sich um eine Drehung um den Ursprung), sie ist in diesem Sinne ,,starr*.

6.1 Isometrien

Definition 6.1 Es seien (V1,{:|-);) und (V5, (:|-),) Vektorrdume mit Skalarprodukt.
Ihre Abstandsfunktionen bezeichnen wir mit d; bzw. d,. Eine Isometrie ist eine
bijektive Abbildung ¢ : V| — V,, die fiir alle x,y € V die Bedingung

dy(x,y) = do(Y(x), ¥ (y)) (6.1)

erfillt.

Beispiel 6.2 Eine Isometrie ist nicht zwingendermallen eine lineare Abbildung.
Beispielsweise erfiillt jede Translation 7, : V — V um einen festen Vektor v,
gegeben durch

,: V>V, x> x+v,

die Bedingung (6.1):

d(7y(x), 7o(y)) = [I(y + v) = (x + )l = |ly = xI| = d(x, y).

Offensichtlich ist die Translation um einen Vektor v # O aber nicht linear.
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Lineare Isometrien lassen sich durch das Skalarprodukt charakterisieren:

Satz 6.3 Es seien (Vi, (:|-)1) und (V,,(:|-),) Vektorrdaume mit Skalarprodukt und
® : V|, — V, eine lineare Abbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) @ ist eine Isometrie.

(i) {xly) = (P()|D(y)): fiir alle x,y € V.

(iii) [|®(x)|l, = 1 fiir alle x € V| mit ||x||; = 1.

@1v) |||, = lIx|l; fiir alle x € V.
Beweis: (1)=(iv): Da ® linear ist, gilt fiir alle x € V;:

d(P(x), D(0)) = [|P(x) = PO)|I> = [[P(x) = Oll2 = |l
Da @ eine Isometrie ist, folgt
llxlly = di(x, 0) = da(P(x), (0)) = [|P(X)]l>.

(iv)=(ii1): Trivial.

(iii))=(iv): Es sei x € Vy. Ist x = 0, so gilt ®(0) = 0 und ||®(0)||, = 0. Sei nun
x #0.Da ||ﬁ||1 = 1 ist, konnen wir folgern:

x4

0l = [t - @], = - [lo() |, = i
Ol e

=1

(iv)=(ii): Seien x,y € V;. Im euklidischen Fall erlaubt die Polarisierung (4.17)
uns folgende Rechnung:

1
(= SAx + gl = i = Nyl

2

1
= S(I(x + PIE = 1D)IE = 1DW)I13)

1
= 5100 + D(y)I3 — [P — IDW)IR)
= (D(x)|D(y)),.

Im unitiren Fall gelten dhnliche Gleichung jeweils fiir Re(x|y) und Im(x|y), aus
denen (i) folgt.

(i1)=(1): Fiir x,y € V; gilt
di(x,y)* = (y = xly — )1 = (D(y = V| — X))z = da(D(x), P(y)),

wobeli fiir die letzte Gleichheit die Linearitit von @ verwendet wurde. ]
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Aufgabe 6.4 ® : V; — V, ist genau dann eine lineare Isometrie, wenn fiir jede
Orthonormalbasis B C V; auch ®(B) C V, eine Orthonormalbasis ist.

6.2 Orthogonale und unitire Gruppen

Im Rahmen der linearen Algebra interessieren wir uns iiberwiegend fiir lineare
Isometrien, die V auf sich selbst abbilden.

Definition 6.5 Es sei (V, {-|-)) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Die Men-
ge der Isometrien von V schreiben wir

Iso(V,{:|")) = {¢ : V — V |  ist Isometrie}.

Als lineare Isometrien oder orthogonale Transformationen bezeichnen wir die
Elemente von

OV, {:|') = GL(V) nIso(V, (:|-)).

Im Falle unitirer Vektorrdume ist es auch tiblich, anstelle von orthogonalen von
unitiren Transformationen zu sprechen und ihre Menge mit U(V, (:|-)) zu be-
zeichnen.

Beispiel 6.6 (Spiegelungen) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, v € V,
llv]l = 1 und U = [v]*. Die Spiegelung an U ist definiert als

y: VoV, x x-2{xvw. (6.2)

Ja nach Bedarf sprechen wir auch von der Spiegelung entlang der Achse [v].

[v] 4

(xlvyv 4
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Die Spiegelung X ist eine lineare Isometrie:

CEu@Zyy)) = (x = 2xlvyvly — 2(ylv)v)
= (xlyy — 2{x[o){vly) — 2¢ylv){xlv) + 4{x[v){ylv) (v|v)
=1
= (xlyy — Kxlo){ylv) + K x|v){ylv)
= (xly).

Fiir einen beliebigen Untervektorraum W C V konnen wir die Spiegelung an W
definieren tiber

Zw(x) = x = 2xfop)vy — ... = 2{xloug,
wobei die Vektoren vy, . .., v; eine Orthonormalbasis von W+ bilden.
Aufgabe 6.7 Seien W und vy, ..., v, wie in Beispiel 6.6. Setzen wir U; = [v;]*, so

ist W =U,; N...N U und Xy ist die Verkniipfung der Spiegelungen X,:
ZW = ZU] 0...0 ZUk- (63)
Hierfiir ist es notwendig, dass die v; paarweise orthogonal zu einander sind.

Aufgabe 6.8 Ist V = R” und U, = [e(]*, so wird die Spiegelung Xy, in der
Standardbasis durch die Matrix

(6.4)

dargestellt. Fiir beliebiges v € R" mit |[v]| = 1 und U = [v]* wird Xy durch die
Matrix
I,—2v-0v" (6.5)

dargestellt.
Aufgabe 6.9 Fiir jede Spiegelung X gilt X? = idy.

Beispiel 6.10 (Rotationen im IR?) Im R? mit dem Standardskalarprodukt ist ei-
ne Rotation (oder Drehung) mit Drehwinkel @ um den Ursprung durch die Ma-
trix

. (cos(a) - sm(a)) 6.6)

sin() cos(a)
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gegeben. Diese Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, dass fiir alle x € R” gilt
llxll = |IRqx]| und

R, cos(a)x? — sin(@)x,x; + sin(@)x; x, + cos(a)x?
cos(<X(x, R x)) = (xR, x) — (@)x; (@)x2x) - (@)x1x; (@)x;
lIxI[ - lIRa I 1]
2
= cos(@) - 2L _ cos(ar).
x|

Besonders klar wird die geometrische Interpretation, wenn man die Bilder der
Standardbasis betrachtet:

cos(w) —sin(a)) (1| _ [cos(a) cos(w) —sin(a)) (0\ (—sin(a)
sin(@) cos(@) | \0] ~ \sin(@)]” \sin(@) cos(@) | \1)]~ \ cos(a) |’

€2 cos(a)
= €1
. I
Rne2 - S_Hl((i)_ - :
| (sin(a)
cos(a) | 4 I
v i

€l

Beispiel 6.11 (Rotationen im IR3) Im R? mit dem Standardskalarprodukt wer-
den die Drehungen um die Achsen [e;], [e;] und [e3] jeweils durch die Matrizen

1 0 0 cos(B) 0 —sin(B)
R, = [0 cos(a) — sin(a)] , Ryp = [ 0 1 0

0 sin(a) cos(a@) sin(B) 0 cos(B)

cos(y) —sin(y) O
Rz, =|sin(y) cos(y) O]

0 0 1

beschrieben. Wie man der Matrixform direkt ansieht, ist die jeweilige Drehachse
[e;] ein Eigenraum zum Eigenwert 1 und auf ihrem orthogonalen Komplement,
der Drehebene [¢;]* = [e}, ¢;], wirkt die Rotation wie eine Rotation (6.6) im R>.

Beispiel 6.12 Ist V ein reeller Hilbert-Raum mit abzéhlbarem vollstindigem Ortho-
normalystem B, so ist die Abbildung

[ee)

V- [R), x= Z xbi = (x1, %2, x3,...)

i=1

eine lineare Isometrie. Dies folgt aus der Parsevalschen Gleichung (5.18).



118 6 Isometriegruppen

Hilfssatz 6.13 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt, ® € O(V,(:|-)) und A
ein Eigenwert von ®. Dann gilt |1| = 1. Insbesondere sind im euklidischen Fall 1
und —1 die einzigen moglichen Eigenwerte von ®.

Beweis: Es sei x ein Eigenvektor zu A. Dann gilt

(xlx)y = (@) D(x)) = (Ax|Ax) = A (x]x),
dh. |2 = 1. [
Satz 6.14 Die Menge Iso(V,(:|-)) ist eine Gruppe mit der Komposition von Ab-
bildungen als Verkniipfung. O(V, (-|-)) ist eine Untergruppe von Iso(V, (:|-)).

Beweris: Offensichtlich ist idy € Iso(V, (:|-)).
Nun seien ¢, ¢ € Iso(V, (:|-)). Dann ist ¢ o ¥ € Iso(V, (:|-)), denn fiir x,y € V gilt

d(e(W(x)), (¥ ())) = dW(x), Y(y)) = d(x, y).

Das Inverse ! von y existiert, da y bijektiv ist. Da y eine Isometrie ist, gilt

d(x,y) = d@W @ ), ¥~ @) = dW™" (x), ™ ().
Somit ist auch y~! € Iso(V, {--)).

Die orthogonale Gruppe O(V, (:|-)) ist eine Untergruppe, da sie der Durchschnitt
von zwei Gruppen ist. [

Bemerkung 6.15 Es ldsst sich zeigen, dass jede Isometrie ¢ € Iso(V,(:|-)) die
Verkniipfung einer Translation 7, mit einer linearen Isometrie @ ist, d.h. ¢ ist von
der Gestalt

Y(x) = O(x) +v

fiir einen festen Vektor v € V und ein ® € O(V, {-|-)).

Betrachten wir speziell den Fall V = R", in dem (:|-) durch eine symmetrische
Matrix S gegeben ist. Ist @ eine lineare [sometrie mit Abbildungsmatrix A, so gilt

(xly) = x"Sy = (AxlAy) = (Ax)"SAy = x"ATS Ay
fiir alle x, y € R". Daraus folgt
ATSA=S.

Umgekehrt definiert jede Matrix, die dies erfiillt, eine Isometrie. Aus Abschnitt
5.2 wissen wir, dass wir nach Basiswechsel ohne Einschrankung annehmen kon-
nen, {-|-) sei das Standardskalarprodukt. Dann gilt S = I, also lautet die [sometrie-
bedingung

AT-A=1,.
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Wir konnen die zugehorige orthogonale Gruppe somit durch eine Matrixgruppe
darstellen.

Definition 6.16 Die orthogonale Gruppe ist
0,={AecGL,R)|AT =A""}. (6.7)
Die spezielle orthogonale Gruppe ist

SO, ={A € O, | det(A) = 1} = O, N SL,(R). (6.8)

Ahnlich findet man fiir C” mit dem unitiren Standardskalarprodukt heraus, dass
die Abbildungsmatrizen A der unitdren Transformationen die Bedingung

x'y=x"ATAy
fiir alle x, y € C" erfiillen miissen. Das ist 4quivalent zu
cA =1,
Definition 6.17 Die unitire Gruppe ist
U,={AeGL,(C)|A =A""}. (6.9)
Die spezielle unitire Gruppe ist

SU, ={A e U, | det(A) = 1} = U, N SL,(C). (6.10)

Die Elemente der orthogonalen bzw. unitiren Gruppe werden orthogonale bzw.
unitiire Matrizen genannt.

Bemerkung 6.18 Es sei A eine orthogonale Matrix. Fassen wir A als komplexe
Matrix auf, so ist gilt A = A und folglich A~ = AT = A" Somit ist A auch unitar.

Hilfssatz 6.19 Fiir A € O,, giltdet(A) = +1. Fiir A € U,, gilt|det(A)| = 1.

Beweis: Im euklidischen Fall gilt 1 = det(/,) = det(A" - A) = det(A")det(A) =
det(A)?, also det(A) = +1. Im unitiren Fall gilt 1 = det(l,) = det(ZT -A) =
det(A) det(A) = | det(A)|?, also | det(A)| = 1. [
Die Bedeutung der orthogonalen und unitdren Gruppen liegt darin, dass die linea-
re Isometriegruppe jedes Vektorraumes endlicher Dimension mit Skalarprodukt
durch Matrizen aus O,, bzw. U, dargestellt werden kann.
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Definition 6.20 Es sei G eine Gruppe. Eine reelle bzw. komplexe Darstellung
von G ist ein Gruppenhomomorphismus

o0:G — GL,(R) bzw. o:G — GL,(O). (6.11)

Satz 6.21 Es sein V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV = n.

(a) IstV euklidisch, so gilt O(V, (:|-)) = O,,.
(b) IstV unitir, so gilt U(V, (:|-)) = U,.

Bewers: Es sei V euklidisch und B eine Orthonormalbasis von V. Das Skalar-
produkt (-|-) wird bzgl. B durch die Einheitsmatrix /,, dargestellt. Durch B ist eine
isomorphe Darstellung

0: OV, (1) = 0,, @ MZ®)

definiert: Da
M) -1, ME®) =1,

gilt, ist M5(®) € O,. Umgekehrt definiert jede orthogonale Matrix A eine Iso-
metrie (M5)~1(A). Es gilt also Bildo = O, und g ist ein Isomorphismus, da M5
bijektiv ist.

Entsprechend zeigt man die Aussage im unitédren Fall. [

Folgerung 6.22 Fiir ® € O(V,(:|-)) gilt det(®) = +1. Fiir ® € U(V,(:|)) gilt
| det(®)| = 1.

Beispiel 6.23 Die Gruppe O, enthilt die Spiegelungen und Drehungen der Form
(1 0 (-1 0 _ [cos(a) —sin(@)
S1= (0 —1)’ S2= ( 0 1)’ Ko = (sin(a) cos(a) )
wie wir aus den Beispielen 6.6 und 6.10 bereits wissen. Es ist

det(S,)=-1 und det(R,) = cos(a)* + sin(a)* = 1.

Das bedeutet R, € SO,. Wir bestimmen nun die allgemeine Form der Elemente
von O, und SO,: Es sei
A= (a b) € 0,.
c

d
Die Bedingung AT - A = I, lautet ausgeschrieben

AT,A:(a2+c2 ab+cd)é(1 o).

ab+cd b*+d* 01
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Koeffizientenvergleich liefert die Gleichungen

a*+c? =1,
p*+d*=1.

Diese Gleichungen besagen, dass es Winkel «, 8 € [0, 27) gibt, so dass gilt

a = cos(a), ¢ = sin(a),
b = cos(B), d = sin(B).

Insbesondere ist wegen Hilfssatz 6.19

+1 = det(A) = cos(@) sin(B) — cos(B) sin()
= sin(B — @),
wie man mit Hilfe der Additionstheoreme (Anhang B.2) sieht.
Unterscheiden wir nun die Fille det(A) = 1 und det(A) = —1:

e Im Fall det(A) = 1 gilt sin(8 — @) = 1, also § = a + 7 und somit
sin(B) = cos(a), cos(B) = —sin(a).

Die Matrix A € SO, hat also die Gestalt einer Rotationsmatrix:

A=R, = (cos(a) - sin(a))‘

sin(e) cos(a)

e Im Fall det(A) = —1 giltsin(8—a) = —1,alsof =a + 37” und somit
sin(8) = —cos(a), cos(B) = sin(a).

Die Matrix A ist von der Form

_[cos(a) sin(a@) | .
A‘&mm)—me‘R“S“

Jedes Element von O, ist also entweder eine Rotation oder die Verkettung einer
Rotation und einer Spiegelung (in Satz 6.40 werden wir sehen, dass sich jede
Rotation wiederum als Produkt von Spiegelungen schreiben lisst). Des Weiteren
priift man mit Hilfe der Additionstheoreme leicht nach, dass fiir zwei Rotationen
R, Rs € SO, gilt:

RQRB = Ra+ﬁ = RﬁRa.
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Die Gruppe SO, ist also abelsch. Im Allgemeinen gilt aber
R.S1 # S1R,.
Also ist O, nicht abelsch. Setzen wir

_ 1 _ [cosa) sin(2a)
S = RSB = Gin2a) - cos2a)”

wobei man die zweite Gleichheit erneut mit den Additionstheoremen nachrech-
net, so konnen wir § als die Spiegelung an der Geraden auffassen, die den Winkel
a mit der e;-Achse einschlieft. Man kann sich dies so vorstellen, dass R;‘ die
Spiegelungsachse [v] auf die e;-Achse rotiert, dann durch S an der e;-Achse ge-
spiegelt wird und schlieBlich die gespiegelten Punkte durch R, in die Lage rotiert
werden, in der sie gespiegelt an der [v]-Achse liegen.

[v]

Das charakteristische Polynom von S ist
fs = det(XL, — §) = X* - cosQa)* — sin(2a)” = X* — 1.

Es gibt also stets einen Eigenraum E; zum Eigenwert 1 (die Spiegelungsachse)
und einen Eigenraum E_; zum Eigenwert —1 senkrecht dazu. Man rechnet direkt

nach, dass gilt
_ rfcos(a) _ [~ sin(@)
1= [(sin(a))]’ B = [( cos(a) )]
Die Elemente aus 0,\SO, sind also gerade die Spiegelungen im R?.

Beispiel 6.24 Esseien R, ,, R, R3, die Rotationsmatrizen aus Beispiel 6.11. Dann
gilt firi =1,2,3

cos(a) —sin(a)

det(Ri,a/) =1- det(sn‘l(a) COS(Q')

) = cos(a)? + sin(e)? = 1
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also R;, € SOjs. Sei nun speziell @ = B = y = 7 (Drehungen um 7 in ihrer
jeweiligen Drehebene). Es ist

0 0 -1 0 -1 0

=|-1 0 0]|2[0 0 -1|=RysR:.
o1 0) {t oo

Ry zR>

[T
[SIE]

Die Gruppe SOj ist also nicht abelsch. Dieses Phinomen lidsst sich geometrisch
veranschaulichen: Die Fléche in der folgenden Abbildung wird zundchst mit Ry z
um die e;-Achse gedreht, anschlieend mit Ry = um die e;-Achse. Dies entspricht
der verketteten Transformation durch RizR>z.

0 Roz
-1

Fiihren wir die Drehungen in umgekehrter Reihenfolge aus, so wird die Flache
zunéchst durch Ry z um die e;-Achse gedreht und anschlielend durch Ry z um die
e;-Achse. Dies enstpricht der verketteten Transformation durch Rz,rz_rRl,rzr.

Offenbar erhalten wir zwei verschiedene Transformationen. In Dimensionen > 3
ist es daher wichtig, bei der Anwendung geometrischer Transformationen auf die
Reihenfolge zu achten.
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Folgerung 6.25 SO, ist abelsch tiir n = 2 und nicht abelsch tiirn > 2.
Beispiel 6.26 U, ist die Gruppe
U={zeClz=k=1)

der komplexen Zahlen vom Betrag 1. Diese Zahlen haben die Form z = €' (vgl.
(A.2)). Die Abbildung

®:U, —»S0, %> R,
ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Beispiel 6.27 Die spezielle unitidre Gruppe SU, ist

22 1

2~z
SU, = {( : Zz) |2 € C Ll + ool = 1),
Diese Gestalt leitet man leicht aus den Bedingungen ATA = I, und det(4) = 1 her.
Eine Matrix A € U, hat dann die Gestalt
A = e A,,
wobei Ag € SU, und « € [0, 27).

Hilfssatz 6.28 Fiir eine Matrix A € R™" (bzw. A € C™") sind dquivalent:

(i) A ist orthogonal (bzw. unitir).

(i) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R" (bzw. C") mit dem
Standardskalarprodukt.

(iii) Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von R" (bzw. ") mit dem
Standardskalarprodukt.

Beweis: Die Eintrige in AT - A sind gerade die Skalarprodukte der Spalten von A.
Es gilt also AT - A = I, genau dann, wenn die Spalten eine Orthonormalbasis von
R" (bzw. C") bilden. Entsprechendes gilt fiir die Zeilen. [

Aufgabe 6.29 SO, ist ein Normalteiler in O, und SU, ist ein Normalteiler in U,,.
Des Weiteren ist 0,/SO,, = ({+1},-) und U,/SU,, = U;.

Satz 6.30 Die Gruppen O,, und SO, sind kompakte Teilmengen des Vektorraums
R"™", versehen mit der Norm ||A|| = Vtr(ATA).
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Beweis: Wir zeigen, dass O, und SO,, beschrinkt und abgeschlossen sind.

Da A € O, genau dann, wenn ATA = I, gilt, ist O, in der Sphire mit Radius
vVn = +ir(1,) in R™" enthalten. Somit sind O,, und SO,, beschrinkt.

Die Abgeschlossenheit von O,, und SO, kann man wie folgt sehen: Die Abbildung
f R - R™, A+ ATA, ist stetig, da sie durch Addition und Multiplikation
der Matrixkoeffizienten gegeben ist. Es gilt per Definition

ALY = O,

Als Urbild der abgeschlossenen Menge {/,,} unter der stetigen Abbildung f ist
0O, selbst abgeschlossen. Die Gruppe SO, ist O, N SL,,(R). Die Gruppe SL,(R)
ist wiederum eine abgeschlossene Teilmenge des R, da SL,(R) = det™'({1})
ist, und die Determinante eine stetige Funktion ist. Als Durchschnitt von abge-
schlossenen Mengen ist SO,, selbst abgeschlossen. [

6.3 Die Normalform fiir lineare Isometrien

Die Jordansche Normalform klassifiziert die Konjugationsklassen von Endomor-
phismen komplexer Vektorraume endlicher Dimension. Im Falle eines unitdren
Endomorphismus @ € U(V, (:|-)) werden wir sehen, dass die Jordansche Normal-
form eine besonders einfache Gestalt hat: @ ist stets diagonalisierbar, und die
Konjugationsklasse von @ ist durch die Eigenwerte und ihre Vielfachheit bereits
eindeutig bestimmt. Wir konnen auch eine Normalform fiir orthogonale Endo-
morphismen ableiten, selbst in den Féllen, in denen das charakteristische Polynom
nicht in reelle Linearfaktoren zerfillt.

Hilfssatz 6.31 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und @ eine lineare
Isometrie. Weiter sei A € R (oder € C) ein Eigenwert von ® und x # 0 ein
Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt:

(a) Das orthogonale Komplement [x]* ist ein ®-invarianter Untervektorraum.

(b) Isty € Spec® undpu # A, sogiltx L E,.
BeweEis:
(a) Esseiy € [x]*. Da @ invertierbar ist, ist 4 # 0. Es gilt
1 1 1
X @(y)) = §</1XI<D(y)> = /—1<(D(X)|<D(y)> = z(XIW = 0.

Also ist D(y) € [x]*.
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(b) Esseiy # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert y. Dann gilt

(ty) = (D) D(y)) = {Ax|uy) = Aplxly).

Falls (x|y) # 0, so folgt 1! = . AuBerdem gilt |4] = 1 nach Hilfssatz 6.13,
das bedeutet 1= = A. Also gilt A = A-! = @ = p, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Folglich gilt x L y. [

Satz 6.32 (Unitiare Normalform) Es sei (V, {:|-)) ein unitirer Vektorraum der Di-
mension n.

(a) Fiir ® € U(V,(:|-)) existiert eine Orthonormalbasis B von V, die aus Eigen-
vektoren von @ besteht.

(b) Fiir A € U, existiert S € U,, so dass gilt
S A-§ = (6.12)

mit A; € C, |[4;] = 1.
BEWEIS:

(a) Beweis durch Induktion iiber n: Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei nun
n > 1. Das charakteristische Polynom fg € C[X] hat eine Nullstelle 4, € C.
Sei x # 0 ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert A,. Nach Hilfssatz 6.31
ist U = [x]* ein ®-invarianter Untervektorraum. Also ist @|; eine unitire
Abbildung von U. Dadim U = n— 1, kdnnen wir mit der Induktionsvoraus-
setzung annehmen, dass es eine Orthonormalbasis {b,,...,b,} von U gibt,
die aus Eigenvektoren von ® besteht. Diese ergénzen wir durch by = ”—j‘C” zu
einer Orthonormalbasis B von V aus Eigenvektoren von ®.

(b) Nach Teil (a) existiert eine Orthonormalbasis B = {by,...,b,} aus Eigen-
vektoren von A. Es sei § € ™" die Matrix mit Spalten by,...,b,. Nach

Hilfssatz 6.28 ist S € U,. Insbesondere ist S~! = §T und S ist die Basis-
wechselmatrix von der Standardbasis zur Basis B. Folglich gilt

A 0
S A-S=85"1.4.5= ,
0 A,

wobei 4; der Eigenwert des Eigenvektors b; ist. Da A unitér ist, gilt [4;] = 1
fiir alle i (Hilfssatz 6.13). [ |
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Um eine Basis B wie in Satz 6.32 zu bestimmen, ermittelt man zunzchst die Basen
der Eigenrdume von ® bzw. A und wendet dann auf jede dieser Basen das Gram-
Schmidt-Verfahren an.

Hilfssatz 6.33 Es sei f € R[X] c C[X] ein normiertes Polynom.

(a) Ist{ € C\R eine Nullstelle von f, so ist auch  eine Nullstelle von f.
(b) Die Primfaktorzerlegung von f in R[X] hat die Form
F=X =) (X =)™ g, (6.13)

wobei A; € R und die g; = X* + a;X + b; € R[X] quadratische Polynome
ohne reelle Nullstellen sind.

(c) Die Primfaktorzerlegung von f in C[X] hat die Form

f=X=2)" - (X=)*X=0 X=4 - (X=L"(X =L, (6.14)
wobei {;, Zj € C\R die Nullstellen des Polynoms g ; aus Teil (b) sind.

BEWEIS:

(a) Da f € R[X], gilt f = f. Die komplexe Konjugation ist ein Kérperauto-
morphismus von C. Ist also f({) = 0, so gilt auch

0=0=£(Q) = fQ).

(b) Es sei p ein iiber R[X] irreduzibler Faktor vom Grad > 1 von f. Insbe-
sondere besitzt p keinen reellen Linearfaktor. Da p keine reellen Nullstellen
hat, besitzt es nach Teil (a) ein Nullstellenpaar ¢, € C\R. Als komplexes
Polynom hat p somit den Teiler

g=X-OX-0 =X -2Re(O)X + £

Letzteres ist aber wieder ein reelles Polynom, und somit ist der Quotient
r= § ein reelles Polynom. Da p irreduzibel ist und p = rq gilt, muss r ein
konstanter Faktor aus R* sein.

(c¢) Folgt direkt aus (b), wenn man jedes g; in seine komplexen Linearfaktoren
zerlegt. ]

Fiir die Bestimmung einer Normalform fiir orthogonale Transformationen eines
euklidischen Vektorraumes V nutzen wir aus, dass jede orthogonale Matrix auch
unitdr ist.
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Aufgabe 6.34 Fiir z € C" gilt: z+ 7 € R" und %(z -72) e R"

Aufgabe 6.35 Fassen wir den R” als Teilmenge des C" auf, so ist das euklidi-
sche Standardskalarprodukt die Einschriankung des unitdren Standardskalarpro-
dukts auf Argumente aus R".

Hilfssatz 6.36 Es sei (V,{:|-)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n und
® € O(V,(:|-)). Besitzt das charakteristische Polynom fg von ® eine Nullstelle
{ € C\R, so gilt:

(a) ¢ = cos(a@) + isin(a) fiir ein gewisses « € [0, 2m).
(b) Es existiert ein ®-invarianter Untervektorraum U von V mit dim U = 2.

(c) Es existiert eine Orthonormalbasis By von U, bzgl. der die Einschrinkung
®|, die folgende Abbildungsmatrix hat:
B (cos(a) —sin(@)

a

sin() cos(a) ) €50,. 6.15)

BEWEIS:

(a) Nach Hilfssatz 6.13 ist |[{| = 1, also ist { von der geforderten Form.

(b) Betrachte R” und C" mit dem jeweiligen Standardskalarprodukt. Es sei
A € 0O, eine Abbildungsmatrix von ®. Wir konnen A als unitire Matrix
auffassen. Nach Hilfssatz 6.33 treten die Nullstellen von f3 = f4 aus C\R
in Paaren £, € C\R auf. Ist z € C" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
{, so gilt

Az=Az={z=Z
Folglich ist 7 € C” ein Eigenvektor von A zum Eigenwert /. Setze
1 _ " 1 _ "
ﬁ(z—z)eR S $(z+z)eR :
Diese Vektoren sind linear unabhingig, da z und z es sind. Nun gilt mit
{ = cos(a) + isin(a):

X =

Ax = %({z - E) = cos(a@)x + sin(a@)y,
Ay = L({z + &) = —sin(a)x + cos(a)y.

V2

Somit ist U’ = [x,y] € R” invariant unter A und dim U’ = 2. Dem Unter-
vektorraum U’ c R” entspricht ein ®-invarianter Untervektorraum U C V.
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(c) Aus der letzten Rechnung im Beweis von (b) lesen wir ab, dass ® bzgl. der
Basis By = {x,y} durch R, dargestellt wird. Wenn wir z in (b) mit ||z|| = 1
wihlen, so folgt aus z L z (Hilfssatz 6.31) und dem Satz von Pythagoras:

1 1 1
2 _ — -7 2 = — 2 7|I? = — =
llxll” = 2IIZ Zll 2(IIZII +11zI17) 2(1 +D=1

Entsprechend ||y|| = 1. AuBerdem ist (erneut wegen z L 7)

1 _ 1 _ o 1
(xly) = =(z—7z+2) = =22y - @) +{zl) - @) = =(1-0+0-1) = 0.

21 21 21
Also ist {x, y} eine Orthonormalbasis. [ |

Satz 6.37 (Euklidische Normalform) Es sei (V, (-|-)) ein euklidischer Vektorraum
der Dimension n.

(a) Fiir ® € O(V,{:|)) existiert eine Orthonormalbasis B von V, so dass die
Abbildungsmatrix von ® bzgl. B die folgende Gestalt hat:

I 0
_Is
A= R, (6.16)
0 Ro,
wobei ay,...,a; € (0,7), r + s + 2k = n, und die R,, € SO, Rotations-
matrizen wie in (6.6) sind. Die Parameter r, s, a;, . . ., sind durch ® ein-

deutig bestimmt.
(b) Fiir A € O,, existiertein S € O,, so dass
ST-A-S=A
gilt fiir eine Matrix A € O,, der Form (6.16).

Beweis: Beweis durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei nun
n > 1. Hat das charakteristische Polynom f keine reelle Nullstelle, so folgt aus
Hilfssatz 6.33, dass n = 2k ist fiir ein k € N. Fiir ein Eigenwertpaar ¢, € C\R
von @ existiert nach Hilfssatz 6.36 ein Untervektorraum U mit Orthonormalbasis
By = {x,y}, auf dem ®|, durch R, dargestellt wird. Dabei ist @ durch { = cos(a)+
isin(e) bestimmt. Die Fille « = 0,7 sind dabei ausgeschlossen, da hier reelle
Eigenwerte existieren wiirden. Sollte 27 > « > m gelten, so gelangt man durch
den Basiswechsel

0 1

(o
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in U zu einem R, mit a € (0, 7). Das orthogonale Komplement W = U+ hat Di-
mension n—2 und ist invariant unter ®: Da U invariant ist, gilt ndmlich (®(w)|u) =
W@ ' (w)) = (ww'y = 0, firw e W, u € U mit ®(u) = «’ € U. Nach Induktions-
voraussetzung existiert eine Orthonormalbasis By von W, so dass ®@|y durch eine
Matrix der Form (6.16) dargestellt wird. Setze B = By U By, dann hat A die
geforderte Gestalt (in diesem Fall mit r = s = 0).

Besitzt das charakteristische Polynom fq eine reelle Nullstelle 4 = +1, so folgt
die Behauptung analog zum unitédren Fall (Satz 6.32). [

Algorithmus 6.38 Zur praktischen Bestimmung der euklidischen Normalform A
von A € O, geht man wie folgt vor:

(i) Bestimme die reellen und komplexen Eigenwerte von A.

(i1) Falls reelle Eigenwerte +1 existieren, bestimme mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren Orthonormalbasen By und B_; ihrer jeweiligen Eigenrdume.

(iii) Fiir jedes komplex konjugierte Eigenwertpaar £, € C\R:

(iii.a) Bestimme eine Orthonormalbasis zj,...,z; des Eigenraumes in C”
zum Eigenwert (.

(iii.b) Firi=1,..., j: Setze

|
~
N
o
:—/

Xi =

yi = —= + z).

Nach Hilfssatz 6.36 ist {x;, y;} Orthonormalbasis eines Untervektor-
raums U; c R", auf dem A durch eine Drehmatrix R, dargestellt wird.
Falls 27 > «@; > m, vertausche die Reihenfolge von x; und y; in der
Basis.

(iii.c) Vereinige die x;, y; zu einer Basis
B ={x1,y1,...,x;,y;}.
(iv) Die gesuchte Orthonormalbasis ist
B=B UB_UB;, U...UB,.

Die Matrix S € O, erhalten wir, indem wir die Elemente von B spaltenweise
in eine Matrix schreiben. Dann gilt

ST-A-S =A.
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Beispiel 6.39 Es sei

. 3vV2-2 26 V6+2v3
A:g 246 42 242 |[€O;.
V6+2vV3 22 V2-6

Das charakteristische Polynom von A ist
fi=detX—A) = (X +1)-(X* = V2X + 1).

Seine Nullstellen sind

Der Eigenraum E_; von A ist

1
E_, = Kem(A + I;) = [— [ 0 ]]
V3

Der Vektor

ist normiert und wird als erstes Element einer Orthonormalbasis B von R? ge-
wihlt. Um eine geeignete Orthonormalbasis {b,, b3} von E*  zu bestimmen, be-
stimmen wir zunéchst den Eigenraum Ef’ in C*:

_\Gi
Egj = Kern(A - (3) = [ 1% ]

1
2

Dann bilden
3i V3i

_ 2

z=—=| 1 |, z=——=|1
i

2

eine Orthonormalbasis von EZF ® E%j. Wie im Beweis von Hilfssatz 6.36 setze

¥ 0
x=——-9=| ¢ = —c+9=|1
ivV2 ’ V2 ()'

1
2
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Dann bilden b, = x, b3 = y eine Orthonormalbasis von E fl. Schreiben wir by, by, by
in die Spalten einer Matrix, so erhalten wir eine orthogonale Basiswechselmatrix

1 _¥
2 2
S=|0 0 1]€O0;.
\f
O
Nun ist
-1 0 0 -1 0 0
A=85T-4-§5=|0 ? —1\% :[0 CF)S(%) —Sin(g)]
0 5 5 0 sin(§) cos(})

die euklidische Normalform von A.

Als Anwendung der Normalform fiir lineare Isometrien wollen wir zeigen, dass
jede lineare Isometrie als Produkt von Spiegelungen der Form (6.2) darstellbar ist.
Dazu betrachten wir zunidchst den zweidimensionalen Fall: Eine Rotation R, im
R? um den Winkel a kann als Verkniipfung zweier Spiegelungen X0, dargestellt
werden.

Die Zeichnung veranschaulicht die Lage der beiden Spiegelungsachsen. Sie schlie-
Ben den Winkel 5 ein. Die erste Spiegelungsachse ist die um § gedrehte e;-Achse,
somit wird X; durch die Matrix

(cos(%) —sin(%)) . (1 0 ) . (cos(%) —sin(i{))_1 B (cos(%) sin(%) )
0

sin($)  cos(%) =1 \sin($)  cos(%) B sin(5) —cos(%)
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dargestellt. Die zweite Spiegelungsachse ist die um % gedrehte e;-Achse, d.h. %,
wird durch

(cos(%) —Sin(%)),(l 0).((:05(37“) _Sin(%))_l
0

sin(3%)  cos() —1) \sin(3)  cos(3)

_ (cgs(;é’) sin(%‘;)l )

sin(3) —cos(3)
dargestellt. In der Tat ergibt die Verkettung X, o X; nun

(cos(%) sin(%) )‘(cos(%) sin(%) ) _ (cos(a) —sin(cx))

sin(%) —cos(2)) \sin(¢) —cos(%) sin(@)  cos(a)

-

Satz 6.40 (Cartan-Dieudonné) Es sei (V,(:|-)) ein euklidischer Vektorraum der
Dimension n. Die Gruppe O(V, (:|-)) wird von den Spiegelungen der Form (6.2)
erzeugt. Insbesondere lisst sich jede lineare Isometrie ® als Produkt von hoch-
stens n Spiegelungen darstellen:

d):Eko'~021, (617)
wobei k < n und X; = Xy, fiir geeignete n — 1-dimensionale Untervektorrdume U,.

Beweis: Stellt man @ in der Form (6.16) dar, so sieht man, dass jede Rotations-
matrix R,, wie oben beschrieben als Produkt von zwei Spiegelungen geschrieben
werden kann. Da die Anzahl dieser Blocke R,, immer k < ’51 betrigt, ldsst sich @
als Produkt von 2k < n Spiegelungen darstellen. ]

6.4 Euler-Winkel

In technischen Anwendungen bedient man sich gerne einer sehr einfachen Dar-
stellung der Elemente von SOj3:

Satz 6.41 Es sei A € SOs. Dann gibt es Winkel @, 3,7, so dass gilt

cos(a) —sin(a) 0} (1 0 0 cos(y) —sin(y) O
A =|sin(@) cos(@) O0]-|0 cos(B) —sin(B)|-|sin(y) cos(y) O].
0 0 1) \0 sin(B) cos(B) 0 0 1
Die Winkel «, 8,y heilen Euler-Winkel von A.
Bewers: Die Standardbasis von R? sei B = {ey, e,, e3}. Weiter sei
el €le;, el N[Aer, Aey]  mit  |lej]| = 1.

Setze
a = q(elae/])’ ﬁ = <):(e3,A€3), 7 = 4(6/191481)'

Weiter bezeichne
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e ¥, die Drehung um [e;] um den Winkel «,
e ¥, die Drehung um [¢}] um den Winkel g,

e ¥; die Drehung um [Ae;] um den Winkel y.

Also gilt:

Yi(e3) =e3, Yile)= 6'1,
Py(e) = e}, Wales) = Aes,
W3(Aes) = Ae;, Ws(e)) = Aey.

Es seinun ¥ = ¥; o ¥, o ¥,. Dann gilt:

Y(er) = V3(Pa(e)) = Ys(e)) = Aey,
W(e3) = V3(Va(e3)) = WY3(Aez) = Aes,

und somit ist A die Abbildungsmatrix der Drehung ¥ bzgl. der Standardbasis,
A= Mg(‘P). Wir fithren zwei weitere Basen des R ein:

B =¥ (B), B’=YyB)=Y(¥(B).

Die Ubergangsmatrizen fiir die entsprechenden Basiswechsel werden mit M%,
M g,”, M g" bezeichnet. Die Abbildungsmatrizen bzgl. dieser Basen haben folgende
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Gestalt:

cos(a) —sin(a) O
Rs, = MB(¥)) =|sin(a) cos(@) 0= ME,
0 0 1
1 0 0
Rip=M5(¥)=|0 cos(B) —sin(B)|=(Mp) ' ME(¥)ME = R, M5(¥2)Rs, = M},
0 sin(B) cos(B)
cos(y) —sin(y) 0
Ry, = My, (¥3) = [sin(y) cos(y) 0= (M5 ) ' Ma(P)My = (M5 ) (M5 Ma(¥)Ms M3,
0 0 1

Daraus folgt

A = ME(P) = MECY;)ME(P,)ME(P)
= R3oR1R3 R, 1R R3 oR1 gR5 R34

= RS,aRl,,BR3,y9
und dies ist gerade die gewiinschte Darstellung. ]
Aufgabe 6.42 Es gilt
Rso-Ripg-R3y = Rsgin Ri—p- R3yin (6.18)

Durch Koeffizientenvergleich kann man die Euler-Winkel einer gegebenen Matrix
A € SO; ablesen, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 6.43 Es sei

¥ 31
4 1 2
A= “-l —g —‘/73 € SO;.
¥ 5 0
Wir machen den Ansatz
% * sin(a) sin(B3)
A =R3,Ri4R;, = * * —cos(a@) sin(B) | .

sin(B) sin(y) cos(y) sin(B) cos(B)

Die letzte Zeile und Spalte von A enthalten genug Information, um die Euler-
Winkel zu bestimmen. Mit a;; bezeichnen wir die Eintrdge von A. Der Eintrag ass
liefert

cos(B) = az; =0,
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und dies bedeutet x x
BZE oder ,8:—5.

Nach (6.18) fithren beide Mdglichkeiten auf zuldssige Euler-Winkel. Wir ent-
scheiden uns fiir

_7T
,3—5-

Die Eintrige as;, as, teilen wir durch sin(8) = 1 und erhalten

) sin(y) = ﬁ 2 = cos( )—l
sin@ T G oW Ty
Folglich ist
_r
Y = 3
Genauso bestimmen wir a:
RS S B £
sin(8) ~ 27 sin(B) 2
Folglich ist
Vs
a=—.
6
Es ist also
\/§ 3 1 T : T T 1 s
= -1 3 cos(¥) —sin(¥) 0)(1 0 0 cos(5) —sin(3) O
‘l‘ —%5 —g =[sin(§) cos(¥) O{0 cos(3) —sin(F)[|sin(3) cos(3) Of.
%5 % 0 0 0 1J10 sin(3) cos(3) 0 0 1

Bemerkung 6.44 In technischen Anwendungen ist auch die dhnliche Darstellung
A = Rl,aRZ,,BR3,y

fir A € SO; gebriduchlich. Die Winkel «, S,y werden Roll-Nick-Gier-Winkel
genannt, in Anlehnung an die drei Freiheitsgrade zur Steuerung eines Flugzeugs.
Beachte, dass hier um drei verschiedene Achsen rotiert wird.
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7 Selbstadjungierte Endomorphismen

7.1 Die adjungierte Abbildung

Definition 7.1 Es seien Vy, V, Vektorrdume mit Skalarprodukt und ® : V; — V,
eine lineare Abbildung. Eine lineare Abbildung ®* : V, — V| heiit die zu ©
adjungierte Abbildung, falls fiir alle x; € V|, x; € V, gilt:

(D(x)Ix2)2 = (x11D*(x2))1. (7.1)

Hilfssatz 7.2 Falls die adjungierte Abbildung ®* existiert, so ist sie eindeutig.

Bewers: Es seien ®*,®’ : V, — V; lineare Abbildungen, die (7.1) erfiillen. Fiir
alle x; € Vi, x, € V, gilt also

(0| @ (x2))1 = (D(xp)lxa)2 = (1D (x2))1,
was gleichbedeutend ist mit
0 = (x1|@"(x2) — @ (X))
Wegen der positiven Definitheit des Skalarproduktes muss
D (x2) = D'(x2)
gelten fiir alle x, € V. [ |

Beispiel 7.3 Sind V; = C" und V, = C” mit den jeweiligen unitdren Standard-
skalarprodukten, und ist A € C"™" die Abbildungsmatrix von ® bzgl. der jewei-
ligen Standardbasen, so gilt

(D(x))x2)y = (Axy|xa)y = x] AT - % = x] - AT - x5 = (x| |ATx0)1.

Die Abbildung ®* : V, —» Vi, x AT x, erfiillt also die Eigenschaften der zu @
adjungierten Abbildung.

Haben Vi, V, endliche Dimension, so lassen sich die jeweiligen Skalarprodukte
durch Wahl von Orthonormalbasen stets durch die Standardskalarprodukte in C”
bzw. C™ darstellen. Beispiel 7.3 zeigt dann, dass die zu ® adjungierte Abbildung
in diesem Fall existiert und durch die Matrix AT dargestellt wird. Es gilt also:

Satz7.4 Es sei ® : V; — V, eine lineare Abbildung von Vektorrdumen mit
Skalarprodukt. Sind V, V, endlichdimensional, so existiert eine eindeutige zu ®
adjungierte Abbildung ®* : V, — V.
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Bemerkung 7.5 Die Matrix AT wird auch die zu A adjungierte Matrix genannt.
Gebréiu_chlic_hTe Schreibweisen sind A* = AT = AT, Ist A € R™", so ist natiirlich
A*=AT=A =A".

Beispiel 7.6 Es sei ® € O(V, (:|-)) eine lineare Isometrie. Dann gilt
(D)ly) = (DI (1)) = (XD~ (1))
fiir alle x,y € V. Also gilt fiir lineare [sometrien:
Q=0 (7.2)

Dies ist konsistent mit der Bedingung A* = AT = A~! fiir orthogonale Matrizen
bzw. A* = AT = A~! fiir unitiire Matrizen.

Die Schreibweise fiir die adjungierte Abbildung ®* erinnert nicht zufillig an die
Schreibweise fiir die duale Abbildung ®* : V* — V. Im Falle endlicher Dimen-
sion kann man iiber das Skalarprodukt den Raum V mit seinem Dualraum V*
identifizieren:

Satz 7.7 (Fréchet-Riesz) Es seiV ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V <
oo. Fiir jede Linearform ¢ € V* existiert ein eindeutiges x, € V, so dass fiir alle
y eV gilt:

e(y) = (ylxy). (7.3)

Beweis: Es sei B = {by, ..., b,} eine Orthonormalbasis von V. Schreibe A; = ¢(by)
flr k = 1,...,n. Nach Satz 5.9 ist y = (y|b,)b, + ... + (y|b,)b,. Dann ist

o) = (Ylb)Ar + ... + Ylb) A, = Yliby + ...+ Lby).
Das Element 3 3
Xy =Aib1+...+ 4,b,
erfiillt also (7.3) fiir alle y € V. Die Eindeutigkeit von x, folgt aus der positiven

Definitheit. u

Folgerung 7.8 Ist der Vektorraum V in Satz 7.7 euklidisch, so ist die Zuordnung
t:V — V* x (x), ein Isomorphismus von Vektorriumen.

Beweis: Im euklidischen Fall ist die Abbildung ¢ linear, und fiir ¢ = (-|x) ist x, = x
in (7.3). Es ist Kern¢ = {0}. Also ist ¢ ein [somorphismus. [ |

Fir unitdres V ist die Abbildung ¢ eine semilineare Abbildung, d.h. ¢ ist zwar
additiv, aber fiir A € C gilt «(Ax) = (:|[Ax) = A{|x) = A(x).



7.1 Die adjungierte Abbildung 139

Es sei ® : V — V linear. Unter der Identifizierung V = V* aus Folgerung 7.8
entspricht die adjungierte Abbildung ®* der dualen Abbildung ®*:

UQ" (D)) = YIP* (X)) = (PWlx) = ()P (y)) = P*(UXN))(¥),

oder kurz
to®" =0 oy,

Der Satz von Fréchet-Riesz gilt in unendlicher Dimension, falls V ein Hilbert-
Raum ist und man anstelle des ganzen Dualraums V* nur die stetigen Linear-
formen V* N C(V, C) betrachtet (Werner [14], Theorem V.3.6).

Im Allgemeinen muss im Falle unendlicher Dimension die adjungierte Abbildung
aber gar nicht existieren:

Beispiel 7.9 Betrachte die euklidischen Vektorrdume V; = R[X] N C([0, 1]) und
V, = C([0, 1]), jeweils mit dem Skalarprodukt

1
flg) = fo Fgdr.

Es sei ® : V; — V, die identische Einbettung, ®(f) = f. Angenommen, die
adjungierte Abbildung ®* : V, — V, existiert. Dann gilt fiir alle f € Vi, g € V;:

(flg) = (@(Nlg) = {f1D*(9))-
Das bedeutet (flg — ®*(g)) = 0 fiir alle f € V;, also
g-o(g) LV,

fiir alle g € V. Aber Vi = {0}, also gilt g = ®*(g) € V. Dies ist ein Widerspruch,
da g € V,\V, existieren.

Wir studieren nun die Eigenschaften der adjungierten Abbildungen.

Hilfssatz 7.10 Es seien Vi, V,, V3 Vektorriume mit Skalarprodukt und es seien
O :V, - V,,¥ : V, — Vj lineare Abbildungen. Wir nehmen an, dass die
adjungierten Abbildungen ®* : V, — V|, ¥Y* : V3 — V, existieren. Dann gilt:

(@) (%) =0.
(b) (W o ®)" = O* o V"

(¢) Kern ® = (Bild ®*)* und Kern ®* = (Bild ®)*.
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BEWEIS:

(a) Folgt direkt aus der Definition.
(b) Esist
(P (@(x)ly)3 = (L)Y )2 = (XIO* (P W)
fiir alle x € Vi, y € V3.

(c) x € Kern® bedeutet ®(x) = 0. Wegen der positiven Definitheit ist das
dquivalent zu

0 =(D(x)ly)2 = (x|D" (Y1
fiir alle y € V5, bzw. zu x L ®*(V,) = Bild ®*. [ |

Aufgabe 7.11 Ist @ surjektiv, so ist @ injektiv.

Hilfssatz 7.12 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dim V' = n. Weiter
sei ® € End(V). Dann ist 1 € C genau dann ein Eigenwert von ®, wenn A ein
Eigenwert von @ ist.

Bewers: Es seien A und A* = AT die Abbildungsmatrizen von ® und ®* bzgl.
einer Orthonormalbasis von V. Ist 1 € C eine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms f}, so gilt

0=0= fu() = det(Al, — A) = det((A, — A)T) = det(A], — A7)
= det(A, — AT) = f-(Q).

Also ist A ein Eigenwert von A* und somit von ®*. [

7.2 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 7.13 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. ® € End(V) heif3t
selbstadjungiert, falls ® = ©* gilt.

Hilfssatz 7.14 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und B eine Ortho-
normalbasis von V. Ein Endomorphismus ® von V ist genau dann selbstadjungiert,
wenn die Abbildungsmatrix A von ® bzgl. B symmetrisch ist (im euklidischen
Fall) bzw. hermitesch ist (im unitiren Fall).

Beweis: Die Abbildungsmatrix von @* ist A*. Also gilt A = A*. Im euklidischen
Fall bedeutet das, dass A = AT symmetrisch ist, im unitdren Fall, dass A = AT
hermitesch ist. [ |
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Beispiel 7.15 (Selbstadjungierte Abbildungen)

(a) Orthogonalprojektionen Il : V — V auf einen Untervektorraum U (siehe
(5.7)) sind selbstadjungiert. Es gilt ndmlich fiir alle x,y € V:

Hy@ly) = My ()My(y) + (y = y@)) = gDy y)) + Uy )|y (y))
=0
= (My()y(y)) + My (OMy(y)) = Hy(x) + (x = Hy () Iy(y))
=0
= (x{Hy(y))-

(b) Spiegelungen X sind selbstadjungiert, denn einerseits gilt ¥ = X! fiir jede
Spiegelung, andererseits gilt ! = X*, da Spiegelungen Isometrien sind.

(c) Jede symmetrische Matrix S € R definiert einen selbstadjungierten Endo-
morphismus @ : R" - R", x = Sx.

Aufgabe 7.16 Es sei @ € End(V). Dann sind ® o ®* und ®* o @ selbstadjungiert.

Satz 7.17 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV < co. Ist @ ein
selbstadjungierter Endomorphismus von V, so sind alle Eigenwerte von @ reell.
Insbesondere zerfillt das charakteristische Polynom fo in reelle Linearfaktoren.

Bewers: Es sei x # 0 ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert 4. Da @ selbst-
adjungiert ist, gilt

Aadxy = (Axlx) = (D(x)|x) = (AP (%)) = (HD(x)) = (xldx) = Axlx).

Also gilt A = A € R. Im unitiren Fall zerfillt fo tiber C[X] in Linearfaktoren, und
nach dem gerade gezeigten sind alle Linearfaktoren reell. Somit zerfillt fg, iiber
R[X] in Linearfaktoren.

Im euklidischen Fall verwendet man, dass fp = f; gilt fiir eine geeignete symme-
trische Abbildungsmatrix A von ®. Da A insbesondere hermitesch ist, folgt aus
dem unitdren Fall, dass f4 auch hier in reelle Linearfaktoren zerfillt. [ |

7.3 Der Spektralsatz

Der letzte Satz 7.17 impliziert, dass selbstadjungierte Endomorphismen endlich-
dimensionaler Vektorrdume mit Skalarprodukt stets Eigenvektoren besitzen. Sie
sind sogar diagonalisierbar.
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Satz 7.18 (Spektralsatz) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt der Dimen-
sion n. Ist @ ein selbstadjungierter Endomorphismus von V, so existiert eine
Orthonormalbasis B von V aus Eigenvektoren von O.

Beweis: Beweis durch Induktion tiber n = dim V: Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Es
seinunn > 1. Nach Satz 7.17 existiert (auch im euklidischen Fall) ein Eigenvektor
x # 0 zum Eigenwert A von ®. Setze b; = ﬁ Dann ist W = [b;]* ein ©-
invarianter Untervektorraum: Ist w € W, so gilt

(@W)|b1) = (wl®(by)) = (wlAby) = Awlby) = 0.
~——
=0
Es folgt ®(W) c W. Also ist ®|y eine selbstadjungierte Abbildung von W und
dim W = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert somit eine Orthonormal-

basis {b,, ..., b,} von W aus Eigenvektoren von ®|y. Dann ist B = {by, bs, ..., b,}
eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von ©. [ |

Folgerung 7.19 Es sei A € C™" (bzw. A € R™") eine hermitesche (bzw. sym-
metrische) Matrix. Dann existiert T € U, (bzw. T € O,)), so dass gilt

A 0
T A-T = mitd,,...,A, € R. (7.4)
0 A,

Bewers: A definiert einen selbstadjungierten Endomorphismus @ von C" (bzw.
R™). Nach dem Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis B von V aus Eigen-
vektoren von ®. Wihle T als die Basiswechselmatrix fiir den Ubergang von der
Basis B zur Standardbasis. [

Wir erhalten ein weiteres Kriterium fiir positive Definitheit:

Folgerung 7.20 Eine symmetrische Matrix S € R"™" ist genau dann positiv defi-
nit, wenn alle Eigenwerte von S positiv sind.

Bewers: Eine Richtung des Beweises ist Hilfssatz 4.28 (c).

Sind umgekehrt alle Eigenwerte A; > 0, so folgt aus Folgerung 7.19, dass S zu
einer Diagonalmatrix S mit positiven Diagonaleintriigen A; > 0 durch Konjugation
mit einer Matrix 7 € O, dhnlich ist. Die Unterdeterminanten det(S;) = A; - - - A
sind positiv fiir k = 1,...,n. Nach dem Hurwitz-Kriterium (Satz 5.30 (iii)) ist §
positiv definit. Nun ist

xS o x=x"-T-§-TT - x=T"%)"-§-T"x>0

fiir alle x € R” und somit ist S positiv definit. [
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Folgerung 7.21 Ist S € R™" eine positiv definite Matrix, so hat S eine Wurzel,
d.h. es gibt eine positiv definite Matrix VS, die

S=vVs-Vs
erfiillt.

Bewers: Es sei T € O, die Matrix aus (7.4). Setze
VA, 0
VS =T- T,
0 Va,

wobei die A; > 0 die Eigenwerte von S sind. Dann gilt wegen 77 = T~

VA, 0 VA, 0
VS VS =T- TT.T . .TT
0 Va, 0 Va,

A 0
=T- T'=T-T".S-T-TT
0 A,
=S.
Somit ist VS die Wurzel von S.. [ ]

Aufgabe 7.22 (Spektraldarstellung) Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt
der Dimension n. Ist ®@ ein selbstadjungierter Endomorphismus von V mit ver-
schiedenen Eigenwerten Ay, .. ., A, so lidsst sich ® wie folgt darstellen:

(D = /?’IHEAI +...+ /lkHEAk' (75)

7.4 Normale Endomorphismen

Die Beweise des Spektralsatzes und des Satzes 6.32 iiber die unitdre Normalform
sind nahezu identisch. In der Tat gehoren selbstadjungierte und unitire Endomor-
phismen zu einer groBeren Klasse von Endomorphismen, die viele gemeinsame
Eigenschaften besitzen.

Definition 7.23 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein Endomorphis-
mus ® von V heiflit normal, falls gilt:

DPod" =P 0. (7.6)
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Beispiel 7.24 Die wichtigsten Klassen normaler Endomorphismen sind die fol-
genden:

e Die unitiren und orthogonalen mit ®* = ®~!,
e Die selbstadjungierten mit ®* = ©.

e Die schiefhermiteschen und schiefsymmetrischen mit ®* = —®.

Entsprechend gelten die folgenden Resultate fiir alle diese Klassen.

Hilfssatz 7.25 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. ® € End(V) ist genau
dann normal, wenn

(P()ID(y)) = (D" (D)D" (y)) (7.7)
gilt fiir alle x,y € V.

Bewers: Ist ® normal, so gilt
(D) D(y)) = (xD (D ((y))) = (X|DP(D*(y))) = (D (x)|D" ().

Umgekehrt folgt aus dieser Gleichheit

0 = (D)|D(y)) — (D" (D)D" (y)) = (D" 0 D))y} — (P © D) (X)Iy)
={((@" 0D - Qo O)(x)ly)

und da x, y beliebig sind, folgt ®* o ® — ® o ®* = 0. [

Hilfssatz 7.26 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und ® € End(V) ein
normaler Endomorphismus. Dann gilt:

(a) Kern ® = Kern ®*.

(b) EA(D) = Ex(DY)

(c) Fiiralle A,u € C, A # p, ist E;(P) L E (D).
Bewels:

(a) Aus Hilfssatz 7.25 folgt ||®(x)|| = ||®*(x)|| fiir alle x € V, insbesondere fiir
x € Kern ®.

(b) E (@) = Kern(® — didy) = Kern(® — Aidy)* = Kern(®* — Aidy) = E7(®%).
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(c) Esseix € Ey(®)undy € E,(P) = Ez(D*). Dann:

Axly) = (Axly) = (@()ly) = (XD (y)) = (xluy) = pxly).

Da A # u, gilt (x]y) = 0. ]
Der folgende Satz ist eine verallgemeinerte Form des Spektralsatzes:

Satz 7.27 Es sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV < oo. Ist ® ein
normaler Endomorphismus von V und zerféllt das charakteristische Polynom fq
in Linearfaktoren, so existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ©.

Der Beweis ist im wesentlichen identisch mit dem Beweis von Satz 7.18. Die Be-
dingung an fy ist im unitiren Fall immer erfiillt. Eine allgemeinere Normalform®
fiir normale Endomorphismen auch im euklidischen Fall liefert der folgende Satz:

Satz 7.28 Es sei (V,{:|-)) ein euklidischer Vektorraum dim V = n. Fiir einen nor-
malen Endomorphismus @ existiert eine Orthonormalbasis B von V, so dass die
Abbildungsmatrix von ® bzgl. B die folgende Gestalt hat:

A1 0
- A,
A= P (7.8)
0 P,
wobei Ay, . .., A, die reellen Eigenwerte von @ sind, s + 2r = n, und die P; € R>*?

sind Matrizen der Gestalt
P, = (0/[ —,3[) ’
i @
wobei die a; + if3; € C die komplexen Eigenwerte von ® sind.

Der Beweis ist im wesentlichen identisch mit dem Beweis von Satz 6.37. Der Un-
terschied besteht darin, dass die Eigenwerte hier nicht den Betrag 1 haben miissen.

Aufgabe 7.29 Es sei X € R™" eine schiefsymmetrische Matrix (d.h. X = -X).
Alle Eigenwerte von X sind rein imaginir, und es existiert eine Matrix § € O, so

®Wir wollen davon absehen, dies als normale Normalform zu bezeichnen.
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dass gilt

0 -
ST-X-S =
B 0O

0 _ﬁr
B 0
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Teil I11
Anhang

A Geometrie der komplexen Zahlen

Der Korper C der komplexen Zahlen besteht aus den Zahlen
Z=Xx+1y
mit x,y € Rundi= v-I.

Aufgabe A.1 Schrinkt man die Multiplikation in € auf die reellen Zahlen R ¢ C
ein, so wird € zu einem R-Vektorraum der Dimension 2.

A.1 Die GauBsche Zahlenebene

X+1 I—)(x)
Y y

wird C mit der Ebene R? identifiziert, die in diesem Kontext als GauBsche Zahlen-
ebene bezeichnet wird.

Uber die Zuordnung

Im

_____ x=Re(d____7s=x+iy
|
|
|y = Im(z)
|
|
! Re

0

Die x-Achse stellt die reellen Zahlen dar, die y-Achse die rein imaginédren Zah-
len. Die Zahl 1 entspricht dem ersten Einheitsvektor (), die Zahl i dem zweiten
Einheitsvektor (9).

Der Betrag |z| = \/Re(z)2 + Im(z)? einer komplexen Zahl entspricht in dieser Dar-
stellung der euklidischen Linge +/x> + y* des Vektors ().
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A.2 Komplexe Multiplikation

Es sei nun u € C eine komplexe Zahl mit |u| = 1. Dann liegt u auf dem Einheits-
kreis in der GauBBschen Zahlenebene. Der Polarwinkel « ist der Winkel zwischen
der reellen Achse und der Geraden, die # mit den Nullpunkt verbindet.

sin(c

Wie die Zeichnung verdeutlicht, hat die Zahl u Real- und Imaginérteil
Re(u) = cos(w), Im(u) = sin(a).
Das bedeutet
u = cos(a) + isin(q). (A.1)

Setzt man fiir Sinus und Cosinus ihre jeweilige Potenzreihendarstellung ein, so
erhélt man formal .
u=-e". (A.2)

In der Tat gelten die selben Rechenregeln wie fiir die reelle Exponentialfunktion,

=1, ci%h = i),

Wir wollen nun die Multiplikation mit # = e'* geometrisch im R? deuten: Fiir

beliebiges z = x + iy € C gilt

el . z = (cos(@) + isin(a)) - (x + iy)
= (cos(a@)x + isin(a)x + 1 cos(a)y — sin(a)y)

= (cos(a)x — sin(a)y) + i(sin(@)x + cos(@)y).
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In den Koordinaten des IR? entspricht dies der Abbildung

(cos(a/)x - sin(a)y) _ (cos(a) - sin(a/)) . (x)
y

sin(@)x + cos(a)y sin(@) cos(@)

Die Multiplikation mit e entspricht also einer Rotation um den Winkel o gegen
den Uhrzeigersinn, die durch die Rotationsmatrix

(cos(a) - sin(a))

sin() cos(a)
beschrieben wird.
Aufgabe A.2 Die Menge
S'={ueC ||u=1}

bildet mit der komplexen Multiplikation eine Gruppe, die isomorph ist zur spe-
ziellen orthogonalen Gruppe SO,.

Nun sei w € C beliebig. Da w = |w| - % gilt, konnen wir w schreiben als Produkt

[w]

einer reellen Zahl r = |w| und einer komplexen Zahl u = ﬁ auf dem Einheitskreis.
Wegen (A.2) kénnen wir schreiben:

w=r-e< (A.3)

Dies ist die Darstellung von w in Polarkoordinaten (7, @). Die Multiplikation von
z=x+iy € Cmitr € R liefert

r-z=rx+iry,
also |r - z| = r - |z]. Dies ist entspricht der Streckung von () um den Faktor r,
r 0 (x) _ (rx
0 r) \yl \ryl”

Die Multiplikation mit einer beliebigen Zahl w = r - ¢ € C ist also die Kombi-
nation einer Drehung um den Winkel @ und einer Streckung um den Faktor r = |w|:

rcos(a)x —rsin(@)y) (r 0) [cos(a) —sin(a)) (x
rsin(@)x + reos(@)y) ~ \0 r/ \sin(@) cos(a) ) \y/
———

Streckung Drehung
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A.3 Komplexe Konjugation
Die komplexe Konjugation ist die Abbildung
C->C, z=x+iyHz=x-1y.

Dies entspricht der Spiegelung an der reellen Achse in der GauB3schen Zahlen-
ebene:

1 0) (x

0 -1) \y)

Im

N

A _Re
0 : z+1Z

Wie man der Zeichnung entnimmt, ist z + 7 € R und %(z +7) = Re(z) ist die
Projektion von z auf die reelle Achse. Ahnlich sieht man, dass %(z —-2)=1-Im(z)
die Projektion von z auf die imaginédre Achse ist.

Der Betrag |z| kann durch die komplexe Konjugation ausgedriickt werden:
2 Z=(+iy) - (x—iy) = 2+ g’ = 2
Dies ergibt eine elegante Darstellung fiir das Inverse von z:
a_ 2

Z = .
|z|?

A.4 Einheitswurzeln

Es sei n € N und
Q ={weC|w"=1} (A4)

Die Elemente von £, heilen nte Einheitswurzeln. Sie sind die Nullstellen des
Polynoms X" — 1.

Aufgabe A.3 Q, ist eine endliche Untergruppe von S!. Insbesondere ist |w| = 1
fiir alle w € Q,. Wie im Beweis von Satz 3.10 zeigt man, dass €, zyklisch ist. Es
folgt |2,| = n.
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Ein Erzeuger von £, heiflt primitive nte Einheitswurzel.

Beispiel A.4 (Einheitswurzeln)

(a) Q, ={1,—1}. Eine primitive Einheitswurzel ist —1.

(b) Q4 ={1,1,—-1, —i}. Die primitiven Einheitswurzeln sind i und —i.

Jedes Element w € ©,, hat nach (A.2) die Form w = ¢'*. Da

gilt, muss wegen (A.1) fiir ein geeignetes k € IN gelten:

k
a = 2m—.
n

Insbesondere ist
2mi

Q)O:eT

fiir alle n eine primitive nte Einheitswurzel und

2mi Az 2mi(n=1)
Q, =(wp) ={l,e,en,...,e =
Die Zeichnung zeigt €.
2 i i
(,()() CL)() =¢c 6
< > r
LL)() =—1 Q)(; =1

4 5
w - w
0 3 0

Man sieht hier auch die Gruppe €3 C g, erzeugt von wg.
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Aufgabe A.5 Ist w, eine primitive 2mte Einheitswurzel, so ist w eine primitive
mte Einheitswurzel.

Aufgabe A.6 Mit der Formel fiir die endliche geometrische Reihe folgt fiir eine
primitive nte Einheitswurzel w, und 0 < k < n:

0=1+wf+wf+.. .+l
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B Trigonometrische Funktionen

B.1 Funktionsgraphen

Die Graphen von Sinus und Cosinus auf dem Intervall [0, 27]:

1.0 Cosinus

05T

0.0 t f

05T

-1.0—

Die Graphen von Tangens und Cotangens auf dem Intervall [-27x, 27]:

A
\ \ \ \ P Tangens | \ \
| | | | | | | |
| | | | o | | | |
| | | | | | | |
Y/ \ N SN N VAN N S S SN
| —6 -5l -3 -2 I \~1 1 1| \ 4 \ \
| | | | | | | |
-1+
o e AT AT A
[ [ [ [ 2T [ [ [ [
B.2 Rechenregeln
Satz des Pythagoras:
sin(x)* + cos(x)* = 1
Tangens und Cotangens:
sin(x) _ cos(x)

tan(x) = cos(x)’ cot(x) = sin(x)
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Additionstheoreme:
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(x = y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)
tan(x £ ) = tan(x) + tan(y)
=97 15 tan(x) tan(y)
_ —1 £ cot(x) cot(y)
cot(x £ y) = cot(x) + cot(y)
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)
cos(2x) = cos(x)? — sin(x)?
=2cos(x)* — 1
=1 — 2sin(x)?
_ 2tan(x)
tan(2x) = 1 — tan(x)>?
_ cot(x)* -1
COt(ZX) = Tt(x)
) ) ) xX—y
sin(x) + sin(y) = 2 s1n( )cos( 5 )
sin(x) — sin(y) = 2 cos( ) sm(x ; y)
cos(x) + cos(y) = 2cos( )cos( _ )
cos(x) — cos(y) = —.2 sin(x ; y) sm( 5 y)
sin(x) sin(y) = sin(x + y) ; cos(x — y)
Sin(x) cos(y) = sin(x + y) ;— sin(x — y)
cos(x) cos(y) = cos(x + y) sz cos(x — y)
Periodizitit:
sin(—x) = — sin(x)

sin(x + g) = #cos(x)

sin(x + ) =

— sin(x)

cos(—x) = cos(x)

COS(X + 7_2T) =

cos(x+m) =

F sin(x)

—cos(x)
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Komplex:

e'* = cos(x) + isin(x)

) ix_e—ix

sm(x):T

ix+ —ix

cos(x):%

B.3 Wertetabelle
b b b b/ 3

o o] Z 5|5 [5[n|%F|[2n
sin@) 0] 4 || 2 |1]0]-1]0
cos(@) [ 1| 2| =] 1 ]o]-1]0 |1
tan(@) || 0| L] 1 | V3] |0 0
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J, (1) (Jordan-Késtchen), 40
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Q,, (nte Einheitswurzeln), 150

O, (orthogonale Gruppe), 119

®* (duale Abbildung zu ®), vii

@ (adjungierte Abbildung zu @), 137
O @ V¥ (direkte Summe), 35

ITy (Orthogonalprojektion), 96

R* (Einheitengruppe), 2

R, (Rotationsmatrix), 116

Rad s (Radikal eine Bilinearform), 71
R™" (Matrizen mit Eintriigen aus R), vii
SO, (spezielle orthogonale Gruppe), 119
Yy (Spiegelung an U), 115

SU, (spezielle unitdre Gruppe), 119

S g(s) (Matrix einer Bilinearform s), 69
Spec @ (Spektrum von @), vii

Sym(V) (symmetrische Bilinearformen), 68
®5(x) (Koordinatendarstellung), vii

U+ (orthogonales Komplement von U), 88
U, (unitdre Gruppe), 119

V* (Dualraum zu V), vii

x L y (orthogonal), 80

x X y (Vektorprodukt), 110

(xly) (Skalarprodukt), 72

L (x,y) (Winkel), 80

(x) (von x erzeugtes Ideal), 5

x|y (xteilty), 4

Abstand, 77

adjungierte Abbildung, 137

adjungierte Matrix, 138

Algorithmus
Diffie-Hellman-Protokoll, 61
El Gamal, 61
erweiterter euklidischer, 11
euklidisch, 11
euklidische Normalform, 130
Jordan-Basis, 53
Lagrange-Interpolation, 27
Newton-Interpolation, 26
RSA, 62

Alice, 57

alternierende Bilinearform, 68

ausgeartete Bilinearform, 71

Bézout, Lemma von, 11
Besselsche Ungleichung, 104
bilinear, 66, 68
Bilinearform, 68
alternierend, 68
ausgeartet, 71
Kern, 71
Radikal, 71
schiefsymmetrisch, 68
symmetrisch, 68
Bob, 57
Bra-Ket-Notation, 73

Carmichael-Zahl, 60
Cartan-Dieudonné, Satz von, 133
Cauchy-Folge, 100
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 76, 84
Chiffrat, 57

chinesischer Restsatz, 25
Cholesky-Verfahren, 107
Cholesky-Zerlegung, 106

coprim (siehe teilerfremd), 4
Cosinussatz, 79, 82

Darstellung, 120
Diffie-Hellman-Protokoll, 61
direkte Summe

von Endomorphismen, 35
Drehachse, 117
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Drehebene, 117 Hilbert-Raum, 101
Drehung, 116 separabel, 101
Dreiecksungleichung, 75 Hurwitz-Kriterium, 106
Eigenraum Ideal, 5
verallgemeinert, 45 Haupt-, 5
eindeutige Primfaktorzerlegung, 15 integrer Ring, 4
Einheit, 2 invarianter Unterraum, 33
Einheitengruppe, 2 invariantes Komplement, 33
Einheitssphire, 78 irreduzibel, 8
Einheitsvektor, 78 Isometrie, 113
Einheitswurzel, 150 linear, 115
primitiv, 151 Isometriegruppe, 115
El Gamal-Verschliisselung, 61
endlicher Korper, 23 Jacobi-Identitat, 111
Erzeuger, 48 Jordan-Basis, 41, 50, 52
Euklid, Primzahlsatz von, 16 Jordan-Block, 41
euklidische Normalform, 129 Jordan-Kistchen, 40
euklidischer Algorithmus, 11 Jordansche Normalform, 1
erweitert, 11 einer Matrix, 42
euklidischer Ring, 9 eines Endomorphismus, 40
euklidischer Vektorraum, 72
Euler-Winkel, 133 Kiirzungsregel, 5
Eulersche ¢-Funktion, 59 Klartext, 57
Komplementérraum, 33
Fibonacci-Zahl, 13 invariant, 33
Fourier-Koeffizienten, 104 komplexe Konjugation, 150
Fourier-Reihe, 104 komplexe Zahl, 147
Fréchet-Riesz, Satz von, 138 Kongruenzen, 24
Fundamentalsatz der Algebra, 17 Konjugation, 150
Funktionalanalysis, 100 Konvergenz, 100
Kreuzprodukt (siehe Vektorprodukt), 110
Gaullsche Zahlenebene, 147 Kryptographie, 57
geheimer Schliissel, 57
grofiter gemeinsamer Teiler, 4 Lagrange, Satz von, 58
Gram-Schmidt-Verfahren, 93 Lagrange-Interpolation, 27
Gramsche Determinante, 99 Lemma von Bézout, 11
Gruppe Lemma von Schur, 36
Einheiten-, 2 Lie-Algebra, 111
Isometrie, 115 lineare Isometrie, 115
orthogonal, 115, 119 Lot, 98
speziell orthogonal, 119 LotfuBpunkt, 98
speziell unitér, 119 Lotvektor, 98

unitér, 115, 119
Maximumsnorm, 76

Hauptideal, 5 Minimalpolynom, 6, 38
Hauptraum, 45

hermitesche Form, 83 Newton-Interpolation, 26
hermitesche Matrix, 84 nilpotent

Hesse-Matrix, 109 Endomorphismus, 36
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Matrix, 36 Ring
Norm, 75 euklidisch, 9
Maximums-, 76 integer, 4
normaler Endomorphismus, 143 Roll-Nick-Gier-Winkel, 136
Normalform, 40 Rotation, 116
euklidische, 129 RSA-Verschliisselung, 62
Jordansche, 1
unitire, 126 Satz von Cartan-Dieudonné, 133
normierter Vektor, 78 Satz von Fréchet-Riesz, 138
Satz von Lagrange, 58
offentlicher Schliissel, 57 Satz von Pythagoras, 66, 81, 85
Ordnung, 58 schiefsymmetrische Bilinearform, 68
orthogonal, 80 schiefsymmetrische Matrix, 70
Orthogonalbasis, 88 Schliissel, 57
orthogonale Gruppe, 115, 119 geheim, 57
orthogonale Matrix, 119 offentlich, 57
orthogonales Komplement, 88 Schliisselaustausch, 60
Orthogonalisierungsverfahren, 93 Schur
Orthogonalprojektion, 96 Lemma von, 36
Orthonormalbasis, 88 selbstadjungiert, 140
im Sinne der Funktionalanalysis, 100 senkrecht (siche orthogonal), 80
Orthonormalsystem, 100 separabler Hilbert-Raum, 101
vollstiandig, 100 Sesquilinearform, 83
simultane Kongruenzen, 24
Parallelisierung, 23 Skalarprodukt, 65, 72
Parallelogrammgleichung, 76 unitir, 83
Parsevalsche Gleichung, 104 Spektraldarstellung, 143
verallgemeinert, 104 Spektralsatz, 142
Polarisierung, 76 spezielle orthogonale Gruppe, 119
Polarkoordinaten, 149 spezielle unitdre Gruppe, 119
Polarwinkel, 148 Sphire, 78
Polynomdivision, 10 Spiegelung, 115
positiv definit, 67 Standardskalarprodukt, 65
Bilinearform, 72 unitar, 83
Hurwitz-Kriterium, 106 Stufe, Nilpotenz, 36
Matrix, 73 symmetrische Bilinearform, 68
Sesquilinearform, 83 symmetrische Matrix, 70
prim, 8
Primérzerlegung, 44 Teiler, 4
Primfaktorzerlegung, 15 groBter gemeinsamer, 4
Primideal, 9 teilerfremd, 4
Primzahlsatz von Euklid, 16 Translation, 113
Public Key, 57
Pythagoras, Satz von, 66, 81, 85 unitdre Gruppe, 115, 119
unitdre Matrix, 119
Quasiordnung, 5 unitdre Normalform, 126
Quotientenring, 19 unitirer Vektorraum, 83
Radikal, 71 Vektorprodukt, 110

Relationen, 18 Vektorraum mit Skalarprodukt, 85



Index 161

verallgemeinerter Eigenraum, 45
Verschliisselung

El Gamal, 61

RSA, 62
vollstindiges Orthonormalsystem, 100

Winkel, 80



	Notation
	I Polynome und Endomorphismen
	Teilbarkeit in Ringen
	Einheiten, Ideale und Teilbarkeit
	Euklidische Ringe
	Nullstellen von Polynomen
	Quotientenringe
	Der chinesische Restsatz

	Die Jordansche Normalform
	Invariante Untervektorräume
	Nilpotente Endomorphismen
	Das Programm
	Die Primärzerlegung
	Die Normalform nilpotenter Endomorphismen
	Die Jordansche Normalform

	Kryptographie
	Der Satz von Lagrange
	Einheiten in Z/nZ
	Schlüsselaustausch nach Diffie und Hellman
	El Gamal-Verschlüsselung
	RSA-Verschlüsselung


	II Geometrie in Vektorräumen
	Vektorräume mit Skalarprodukt
	Das Standardskalarprodukt
	Bilinearformen
	Euklidische Vektorräume
	Normen, Winkel und Orthogonalität
	Unitäre Vektorräume

	Orthogonalsysteme
	Mengen orthogonaler Vektoren
	Das Gram-Schmidt-Verfahren
	Orthogonalprojektionen
	Vollständige Orthogonalsysteme und Hilbert-Räume
	Positiv definite Matrizen
	Eine Anomalie im R3: Das Vektorprodukt

	Isometriegruppen
	Isometrien
	Orthogonale und unitäre Gruppen
	Die Normalform für lineare Isometrien
	Euler-Winkel

	Selbstadjungierte Endomorphismen
	Die adjungierte Abbildung
	Selbstadjungierte Endomorphismen
	Der Spektralsatz
	Normale Endomorphismen


	III Anhang
	Geometrie der komplexen Zahlen
	Die Gaußsche Zahlenebene
	Komplexe Multiplikation
	Komplexe Konjugation
	Einheitswurzeln

	Trigonometrische Funktionen
	Funktionsgraphen
	Rechenregeln
	Wertetabelle

	Literatur
	Index


