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III Rechnen mit K örpererweiterungen 16

8 Erzeuger für das Relationenideal 16

9 Berechnung von (separierenden) Transzendenzbasen 19

10 Rechnen mit algebraischen Erweiterungen 21

11 Zwischenkörper 23
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3

Teil I

Algebraische Grundlagen

1 Körper und K örpererweiterungen

Definition 1.1 Sei k ein Körper undϕ : Z → k der kanonische Ringhomomorphismus
(1 7→ 1) vonZ nachk und p ∈ N0 der nichtnegative Erzeuger des Hauptideals Kern(ϕ).
Dann heißtp dieCharakteristik von k, kurz p = char(k).

Definition 1.2 Es seik2 ein Körper undk1 ⊆ k2, so dass auchk1 mit den vonk2 indu-
zierten Verknüpfungen ein Körper ist. Dann nennt mank1 Teil- oderUnterkörper von
k2. Entsprechend nennt mank2 Erweiterungs- oderOberkörper vonk1. Das Paar (k1, k2)
heißtKörpererweiterung , schreibe auchk2/k1.

Definition 1.3 Es seik ein Körper undk0 der bzgl.⊆ kleinste Teilkörper vonk. Dann
heißtk0 Primkörper von k.

Proposition 1.4 Ein Primkörperk0 eines Körpersk ist stets isomorph zu einemFp (falls
char(k) = p > 0, p prim) oder zuQ (falls char(k) = 0).

Bemerkung 1.5 Es seik2/k1 eine Körpererweiterung undA ⊂ k2. Dann istk1(A) der bzgl.
⊆ kleinste Teilkörper vonk2, derk1 undA enthält.

Definition 1.6 k1(A) heißt der vonA überk1 erzeugteTeilkörper undA dasErzeugen-
densystem. Existiert eine endliche MengeA mit k2 = k1(A), so heißt die Erweiterung
k2/k1 endlich erzeugt. Existiert sogar ein einelementiges ErzeugendensystemA = {α},
so spricht man von einereinfachenErweiterung, der Erzeugerα heißt auchprimitives
Element.

Definition 1.7 Seik2/k1 eine Körpererweiterung. Dann heißt jedesα ∈ k2, für das ein Po-
lynom pα ∈ k1[Z] mit pα(α) = 0 existiert, ein (überk1) algebraischesElement. Ansonsten
heißtα transzendent. Sind alleα ∈ k2 algebraisch überk1, so heißtk2/k1 algebraische
Erweiterung, ansonstentranszendente Erweiterung.

Definition 1.8 Es seik1 ein Körper. Ein Erweiterungskörperk2 von k1 heißt algebrai-
scher Abschlussvonk1, wenn gilt:

1. k2/k1 ist algebraisch.

2. Jedes nichtkonstante Polynom ink2[Z] besitzt eine Nullstelle.

Allgemein heißt jeder Körper, der die zweite Eigenschaft hat,algebraisch abgeschlossen.



4 1 Körper und Körpererweiterungen

Bemerkung 1.9 Jeder Körper hat einen bis auf Isomorphie eindeutigen algebraischen
Abschluss.

Definition 1.10 Es seik2/k1 eine Körpererweiterung. Dann heißt der Körper

{α ∈ k2 : α algebraisch überk1}
diealgebraische Hüllevonk1 in k2.

Definition 1.11 Es seik2/k1 eine Körpererweiterung sowieα1, ..., αs ∈ k2, s ∈ N. Dann
heißenα1, ..., αs bzw. die Menge{α1, ..., αs} algebraisch unabhängigüberk1, falls der
Kern des kanonischen Spezialisierungshomomorphismusk1[Z1, ..., Zs] → k2, Zi 7→ αi, nur
das Nullpolynom enthält. Eine beliebige MengeA ⊆ k2 heißt algebraisch unabhängig über
k1, falls jede endliche Teilmenge vonA algebraisch unabhängig überk1 ist.

Über k1 algebraisch unabhängige Elemente haben somit die Eigenschaft eines Systems
von formalen Variablen bzgl.k1 und sind insbesondere transzendent.

Definition 1.12 Es seik2/k1 eine Körpererweiterung. Dann werden

[k2 : k1] = sup{s ∈ N0 : ∃α1, ..., αs ∈ k2 : {α1, ..., αs} linear unabhängig überk1}
alsalgebraischer Gradund

transdeg(k2/k1) = sup{n ∈ N0 : ∃α1, ..., αn ∈ k2 : {α1, ..., αn} algebraisch unabhängig überk1}
alsTranszendenzgradvon k2/k1 bezeichnet. IstT ⊆ k2 eine bzgl.⊆ maximale überk1

algebraisch unabhängige Teilmenge vonk2, so heißtT Transzendenzbasisvon k2 über
k1.

Proposition 1.13 Seienk3/k2 undk2/k1 Körpererweiterungen. Dann gilt:

[k3 : k1] = [k3 : k2] · [k2 : k1],

transdeg(k3/k1) = transdeg(k3/k2) + transdeg(k2/k1).

Definition 1.14 Seik2/k1 eine algebraische Körpererweiterung. Ein Elementα ∈ k2 heißt
separabelüberk1, falls ein Polynompα ∈ k1[Z]\{0} existiert, für daspα(α) = 0 gilt und
das nur einfache Nullstellen über dem algebraischen Abschluss vonk1 besitzt.k2/k1 heißt
separabel, wenn für alleα ∈ k2 solch ein Polynompα existiert.

Definition 1.15 Es seik2/k1 eine algebraische Körpererweiterung. Dann heißt der Körper

ksep
1 = {α ∈ k2 : α separabel überk1}

dieseparable Hüllevonk1 in k2. Der Grad

[k2 : k1]sep := [ksep
1 : k1]

wird alsSeparabilitätsgradvonk2 überk1 bezeichnet.

Bemerkung 1.16 Ist char(k) = 0, so ist jede algebraische Körpererweiterungk2/k1 sepa-
rabel, insbesondere istksep

1 = k2.

Definition 1.17 Es seik2/k1 eine Körpererweiterung. Dann heißtk2/k1 separabel er-
zeugt, wenn eine TranszendenzbasisT vonk2/k1 existiert, so dass die Erweiterungk2/k1(T )
separabel algebraisch ist. In diesem Fall nennt manT eineseparierende Tranzendenz-
basis.
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2 Ringe und Ideale

Im Folgenden seiR immer ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 2.1 R heißtnoethersch, falls jedes Ideal inR endlich erzeugt ist.

Beispiel 2.2 Körper, endliche Ringe und Hauptidealringe wie z.B.Z oderk[X] sind noethersch.
Der Polynomringk[Z1, Z2, ...] in unendlich vielen Variablen ist nicht noethersch.

Definition 2.3 Sei I ( R ein echtes Ideal. Dann heißtI

• maximal, falls R/I ein Körper ist (dazu äquivalent: es gibt kein echtes IdealJ mit
I ( J ( R).

• prim , falls R/I nullteilerfrei ist (dazu äquivalent: giltab ∈ I, so muss aucha ∈ I
oderb ∈ I gelten).

• primär , falls für alle a, b ∈ R gilt: aus ab ∈ I, a < I, folgt, dass eine Potenz
bν, ν ∈ N, in I liegt.

Definition 2.4 Es seiI ⊆ R ein Ideal. Dann heißt das Ideal
√

I = {a ∈ R : ∃ν ∈ N mit aν ∈ I}

dasRadikal von I. Ein IdealI mit
√

I = I heißtradikal .

Beispiel 2.5

• Für I = 〈4〉 ⊆ Z ist
√

I = 〈2〉.

• Es seiR = k[X, Y] und I = 〈X2, Y〉. Es ist
√

I = 〈X, Y〉.

Definition 2.6 Es seiQ ⊆ R ein Primärideal. Dann heißt
√

Q das zuQ assoziierte Prim-
ideal.

Satz 2.7 Es seiR ein noetherscher kommutativer Ring mit 1 undI ( R ein echtes Ideal.
Dann existieren primäre IdealeQ1, ...,Qr ⊆ R, so dass gilt:

1. I = Q1 ∩ Q2 ∩ ... ∩ Qr.

2. Für alle 1≤ i < j ≤ r gilt:
√

Qi ,
√

Q j.

3. Für jedesj = 1, ..., r ist Q j )
⋂

1≤i, j≤r
Qi, d.h. keinQ j kann weggelassen werden.

B: siehe etwa [BW1993], Thm. 8.54, 8.55. �

Jede Darstellung, die diese drei Eigenschaften besitzt, heißt Primärzerlegung von I. Man
bezeichnet die

√
Qi auch als die zuI assoziierten Primideale.
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Beispiel 2.8

• Ist R = Z, so entspricht der eindeutigen Primfaktorzerlegung

n = pd1
1 · · · p

dk
k

von n ∈ Z die Primärzerlegung

〈n〉 = 〈pd1
1 〉 ∩ ... ∩ 〈p

dk
k 〉

des Ideals〈n〉. In diesem Fall sind die zu〈n〉 assoziierten Primideale gerade die
Ideale〈p1〉, ..., 〈pk〉. Man kann die Primärzerlegung also als Verallgemeinerungder
Primfaktorzerlegung auffassen.

• Ist R = k[X, Y] und I = 〈X2, XY〉, so sind

I = 〈X〉 ∩ 〈X2, XY, Y2〉
= 〈X〉 ∩ 〈X2Y〉

zwei mögliche Primärzerlegungen vonI mit den assoziierten Primidealen〈X〉 und
〈X, Y〉.

3 Zariski-Topologie und Varietäten

Definition 3.1 Wir bettenk in einenuniversellen ErweiterungskörperΩ ein, d.h.Ω ist
algebraisch abgeschlossen und die ErweiterungΩ/k hat unendlichen Transzendenzgrad.
Es seiF ⊆ Ω[Z1, ..., Zn] gegeben. Wir interessieren uns für die Menge

Z (F) = {(α1, ..., αn) ∈ Ωn : ∀ f ∈ F : f (α1, ..., αn) = 0}

der gemeinsamen Nullstellen allerf ∈ F in Ωn. Wir bezeichnen eine solche Menge als
algebraischeoder(Zariski-)abgeschlosseneMenge. Gilt sogarF ⊆ k[Z1, ..., Zn], so spre-
chen wir auch von einerk-abgeschlossenenMenge.

Definition 3.2 Diejenige Topologie aufΩn, in der die abgeschlossenen Mengen gera-
de die algebraischen Mengen sind, bezeichnet man alsZariski-Topologie. Den mit der
Zariski-Topologie versehenenΩn bezeichnen wir alsn-dimensionalenaffinen RaumAn.
Die von denk-abgeschlossenen Mengen definierte Topologie aufΩ

n heißtk-Topologie.

Bemerkung 3.3 Für F ⊆ k[Z1, ..., Zn] gilt stetsZ (F) = Z (F ·k[Z1, ..., Zn]). Ferner ist für
ein IdealI ⊆ k[Z1, ..., Zn] stetsZ (I) = Z (

√
I).

Für Zarisiki-abgeschlossenen Mengen genügt es also, Radikalideale zu betrachten.

Definition 3.4 Es seip ⊆ k[Z1, ..., Zn] ein Primideal. Dann bezeichnet manZ (p) als k-
Varietät . Falls das vonp in Ω[Z1, ..., Zn] erzeugte Ideal ebenfalls prim ist, spricht man
kurz von derVarietät Z (p). SindVund W (k-)Varietäten mitV ⊂ W, so nennt manV
eine(k-)Untervarietät vonW.
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Satz 3.5 Es seiW ⊆ Ωn eine k-abgeschlossene Menge. Dann existierenk-Varietäten
V1, ...,Vr ⊆ Ωn, so dass sichW schreiben lässt als

W = V1 ∪ ... ∪ Vr.

Fordert man nochVi * V j für alle i , j, so ist diese Darstellung eindeutig. Man spricht in
diesem Fall auch von denk-irreduziblen Komponenten vonW.

B: siehe etwa [Lang2002], IX, Thm. 2.2. �

Bemerkung 3.6 Um eine Zerlegung einer durch ein IdealI definierten abgeschlossenen
Menge in irreduzible Komponenten durchzuführen, kann mansich der Primärzerlegung
von I bedienen. Für (Œ) radikalesI entspricht die (algebraische) Darstellung

I = p1 ∩ ... ∩ pr

als Schnitt von Primidealen gerade der (geometrischen) Zerlegung

Z (I) = Z (p1) ∪ ... ∪Z (pr).

Definition 3.7 Seip ⊂ k[Z1, ..., Zn] prim undV = Z (p) die durchp definiertek-Varietät.
Dann heißt

dim(V) := transdeg(Quot(k[Z1, ..., Zn]/p)/k)

die Dimension von V. SeienW ⊆ Ωn k-abgeschlossen undV1, ...,Vr die k-irreduziblen
Komponenten vonW. Dann definieren wir

dim(W) := max
j
{dim(V j)}.

Diese Definition der Dimension über den Transzendenzgrad liegt die Anschauung zugrun-
de, dass transdeg(Quot(k[Z1, ..., Zn]/p)/k) der Anzahl der

”
Freiheitsgrade“ der VarietätV

entspricht.

4 Gröbner-Basen

Für algorithmische Belange (d.h. Dekompositionen ausrechnen) benötigen wir einige Grund-
lagen zu Gröbner-Basen.

Notation: Im Folgenden schreiben wir auchX := (X1, ..., Xn) usw. .

Definition 4.1 SeiR ein kommutativer Ring mit 1. Betrachte den PolynomringR[Z1, ..., Zn].
Wir nennen jedes Potenzprodukt

n∏

j=1

Z
ν j

j mit ν j ∈ N0

einenTerm (in Z1, ..., Zn). Die Menge der Terme seiT(Z1, ..., Zn). Ein Produktαt mit
α ∈ R, t ∈ T(Z1, ..., Zn) heißtMonom (in Z1, ..., Zn).
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Definition 4.2 Sei ≤ eine Totalordnung aufT(Z1, ..., Zn). Dann heißt≤ Termordnung,
falls gilt:

1. Für allet ∈ T(Z) gilt 1 ≤ t.

2. Für allet1, t2, t3 ∈ T(Z) impliziert t1 ≤ t2, dass aucht1t3 ≤ t2t3 gilt.

Beispiel 4.3

• Die Gradfunktion ink[Z].

• Die lexikographische Ordnung: Seientµ := Zµ1

1 · · ·Z
µn
n , tν := Zν11 · · ·Z

νn
n ausT(Z).

Dann isttµ ≤lex tν, falls (ν1 − µ1, ..., νn − µn) = (0, ..., 0) oder falls der am weitesten
links stehende Eintrag, der, 0 ist, positiv ist.

• Die graduiert umgekehrt lexikographische Ordnung, kurz grevlex: Hier ist
tµ ≤grevlex tν, falls

∑

µi <
∑

νi oder falls sowohl
∑

µi =
∑

νi und - sofern vorhanden
- der am weitesten rechts stehende Eintrag, 0 in (ν1 − µ1, ..., νn − µn) negativ ist.

Definition 4.4 Es seiR ein kommutativer Ring mit 1,p =
∑

t∈T(Z)
αtt ∈ R[Z]\{0} und≤ eine

Termordnung. Dann bezeichneT(p) := {t ∈ T(Z) : αt , 0} die Menge der Terme vonp.
DerLeitterm von p bzgl.≤ ist

HT≤(p) := max
≤

T(p).

DerLeitkoeffizient ist αHT≤(p) und

HM≤(p) := αHT≤(p) · HT≤(p)

dasLeitmonom. Entsprechend schreibt man für eine MengeM von Polynomen: HT(M) =
{HT(p) : p ∈ M\{0}} usw. .

Definition 4.5 Es seiI ⊆ k[Z] ein Ideal,G ein endliches Erzeugendensystem vonI mit
0 < G, sowie≤ eine Termordnung. Dann heißtG eineGröbner-Basisvon I bzgl.≤, falls
für jedesp ∈ HT(I) ein q ∈ HT(G) exisitiert mitq|p.

Definition 4.6 Es seienf , g, p ∈ k[Z] mit f , 0, p , 0. Ferner sei≤ eine Termordnung
undP ⊆ k[Z]. Dann sagen wir

• f reduziert zu g modulop unter Elimination vont, kurz f →
p
g[t], falls t ∈ T( f ),

HT(p)|t undg = f − αt ·t
HM(p) · p für einen Koeffizientenαt von f .

• f reduziert zug modulop, kurz f →
p
g, falls eint ∈ T( f ) mit f →

p
g[t] existiert.

• f reduziert zug moduloP, kurz f →
P
g, falls einp ∈ P existiert mit f →

p
g.
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• f ist reduzierbar modulop (bzw. P), falls ein Polynomh ∈ k[Z] mit f →
p

h (bzw.

f →
P

h) existiert.

• f ist top-reduzierbar modulo p (bzw. P), falls ein Polynomh ∈ k[Z] mit f →
p

h[HT( f )] (bzw. f →
P

h[HT( f )]) existiert.

”
Reduktionsketten“ der Formf →

P
g1→

P
g2→

P
...→

P
g kürzt man auch durchf

∗→
P
g ab.

Definition 4.7 Seien f , g ∈ k[Z], P ⊆ k[Z] und≤ eine Termordnung. Dann istf in Nor-
malform moduloP, falls f nicht reduzierbar ist moduloP undg heißt eine Normalform
von f moduloP, kurzg = norm(f , P), falls g in Normalform moduloP ist und f

∗→
P
g.

Definition 4.8 Es seiG eine Gröbner-Basis des IdealsI ⊆ k[Z] bzgl. einer Termordnung
≤. Dann heißtG reduzierte Gröbner-Basisvon I bzgl. ≤, falls alle Polynomeg ∈ G
normiert und in Normalform bzgl.G\{g} sind.

Satz 4.9 Für jedes IdealI ⊆ k[Z] und eine fest gewählte Termordnung≤ existiert genau
eine reduzierte Gröbner-Basis vonI.

Satz 4.10 Ist G eine Gröbner-Basis bzgl.≤, so besitzt jedes Polynomp ∈ k[Z] eine
eindeutige Normalform moduloG. Insbesondere gilt:

norm(p,G) = 0 ⇔ p ∈ 〈G〉.

norm(p,G) liefert also eine Möglichkeit, auf Enthaltensein im Ideal I zu testen, und einen
Nebenklassenvertreter für jede Nebenklassep + I in k[Z]/I zu bestimmen.

Definition 4.11 Es seiG eine Gröbner-Basis des IdealsI ⊆ k[Z] bzgl. ≤. Dann heißtG
minimal , wenn jedesg ∈ G normiert und nicht top-reduzierbar moduloG\{g} ist.

Bemerkung 4.12 Gröbner-Basen können effektiv berechnet werden, etwa durch denAl-
gorithmus von Buchberger(siehe etwa [BW1993, Eisen1995, Stein2000]). Sie erlauben
die Beantwortung zahlreicher algorithmischer Fragen bei Idealen ink[Z], z.B.

• entscheide fürf ∈ k[Z] und I ⊆ k[Z], ob f ∈
√

I ist oder nicht.

• bestimme den Schnitt von Idealen.

• bestimme die Dimension eines Ideals.

• für I ⊆ k[Z1, ..., Zn] bestimmeI ∩ k[Z j, ..., Zn] für j = 1, ..., n.

Satz 4.13 (Eliminationstheorem)
Es seiG ⊆ k[Z1, ..., Zn] eine Gröbner-Basis bzgl. der lexikographischen Ordnung≤lex (d.h.
Z1 > Z2 > ... > Zn). Dann ist füri = 1, ..., n die MengeG∩ k[Zi, ..., Zn] eine Gröbner-Basis
von 〈G〉 ∩ k[Zi, ..., Zn].
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Definition 4.14 Es seiI ⊆ k[Z1, ..., Zn] ein Ideal undi ∈ {0, ..., n − 1}. Dann heißtI ∩
k[Zi+1, ..., Zn] dasi-teEliminationsideal von I.

Satz 4.13 besagt, dass eine Gröbner-Basis bzgl.≤lex eine
”
Dreiecksform“, ähnlich der

Treppenform beim Gauß-Algorithmus, besitzt. Damit können Lösungen für die einzelnen
Unbekannten ausgehend von der bzgl.≤lex kleinsten Variablen nacheinander bestimmt
werden (vgl. Beispiel A.57 in [Stein2000]).

Dies kann man noch etwas allgemeiner fassen:

Definition 4.15 Es sei≤ eine Termordnung aufT(Z1, ..., Zn) und i ∈ {1, ..., n − 1}. Dann
heißt≤ vom i-Eliminationstyp , wenn jeder Term, in dem eine der UnbestimmtenZ1, ..., Zi

vorkommt, größer ist als jeder Term inT(Zi+1, ..., Zn).

Satz 4.16 Ist i ∈ {1, ..., n − 1} und G eine Gröbner-Basis vonI ⊆ k[Z1, ..., Zn] bzgl. ei-
ner Termordnung≤ vom i-Eliminationstyp, so istG ∩ k[Zi+1, ..., Zn] eine Basis desi-ten
Eliminationsideals vonI.

Beispiel 4.17Termordnung vomi-Eliminationstyp:
Es sei 1≤ i < n und für alletµ = Zµ1

1 · · ·Z
µn
n , tν = Zν11 · · ·Z

νn
n setzen wir

tµ ≤i-elim tν :⇔




i∑

j=1

µi <

i∑

j=1

νi oder, falls
”
= “ gilt, tµ ≤grevlex tν




.

Damit ist≤i-elim eine Termordnung vomi-Eliminationstyp aufT(Z1, ..., Zn).

Satz 4.18Es gibt unendlich viele Zahlenn ∈ N und eind > 0 (etwad = 5), so dass für
jedes solchen eine vonn linear abhängige Anzahl von Binomeng1, ..., gw mit deg(gi) ≤ d
und eine positive Konstantec ≈ 0, 5 existieren, so dass gilt:

1. Jede Gröbner-Basis von〈g1, ..., gw〉 enthält ein Polynom vom Totalgrad≥ 22cn
.

2. Für jede Gröbner-BasisG von 〈g1, ..., gw〉 gilt: |G| ≥ 22cn
.

Glücklicherweise tritt diese doppelt exponentielle Verhalten bei realen Problemen
”
fast

nie“ auf. Weitere Aufwandsbetrachtungen für Gröbner-Basen findet man bei [vzGG2003].
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Teil II

Sequentielle Dekomposition

5 Motivation und Grundlagen

Wir betrachten Systeme der Form

f1(A1, ..., Am, X1, ..., Xn) = 0
...

fl(A1, ..., Am, X1, ..., Xn) = 0,

wobei dieAi Parametern entsprechen, die als Eingabe vorgegeben werdenund dieX j

in Abhängigkeit von denAi zu bestimmen sind; die Lösungsmenge ist also die Menge
Z (〈 f1, ..., fl〉) der gemeinsamen Nullstellen vonf1, ..., fl. Dabei ist〈 f1, ..., fl〉 ⊆ k[A1, ..., Am, X1, ..., Xn]
Œ überk als prim vorausgesetzt (ansonsten könnten wir in einem ersten Vereinfachungs-
schrittZ (〈 f1, ..., fl〉) in seine irreduziblen Komponenten zerlegen und diese unabhängig
voneinander betrachten, da jede Komponente durch ein Primideal beschrieben wird, siehe
Bemerkung 3.6).

Es ist das Prinzip dersequentiellen Dekomposition, ein solches Gleichungssystem in
nacheinander zu lösende, einfachere Teilprobleme zu zerlegen. Im Folgenden soll dafür
eine präzise Definition gefunden werden.

Definition 5.1 Es seienA ⊆ Am und X ⊆ An zwei k-Varietäten undR ⊆ A × X eine
k-Untervarietät. Dann heißtR eine k-KorrespondenzzwischenA und X, schreibe dafür
R : A→ X. Ist (α1, ..., αm, ξ1, ..., ξn) ∈ R, so sagen wir (α1, ..., αm) ∈ A korrespondiert mit
(ξ1, ..., ξn) ∈ X unterR.

Wir interessieren uns in dieser Sprechweise für die zu vorgegebenenα korrespondieren-
den Werteξ unter der durch〈 f1, ..., fl〉 definiertenk-Korrespondenz.

Sei nunp ein Primideal ink[ A, X]. Wir wollen ausdrücken, dass eine Dekomposition für
alle

”
generischen“ Punkte (α, ξ) ∈ Z (p) eine Vereinfachung erlaubt.

Definition 5.2 Für ein Primidealp ⊂ k[ A, X] bezeichneai bzw. xi das Bild vonAi bzw.
Xi unter dem kanonischen Homomorphismus

k[ A, X] → k[ A, X]/p ֒→ Quot(k[ A, X]/p) � k(a, x).

Dann heißt (a, x) generischer PunktvonZ (p).

Den generischen Punkt kann man sich als
”
Schablone“ für die Lösungen eines Glei-

chungssystems vorstellen. Er erfüllt gerade soviele algebraische Eigenschaften, wie nötig
sind, um eine gemeinsame Nullstelle aller Polynome ausp zu sein.
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6 Zwischenk̈orper und Dekomposition

Intuitiv würde man
”
Dekomposition“ vonp bzw. der zugehörige KorrespondenzZ (p)

charakterisieren über einen Zwischenkörper vonk(a, x) undk(a), wobei (a, x) ein gene-
rischer Punkt vonZ (p) ist. Ein Problem bei diesem Ansatz besteht darin, dass uns in der
Regel nicht alle Elemente vonk

”
kostenfrei“ zur Verfügung stehen. Der naheliegende An-

satz,k durch den Körperk2 zu ersetzen, der von den Koeffizienten der gegebenen Basis
von p über dem Primkörper erzeugt wird, ist ebenfalls unbefriedigend, da man von der
Basis abhängig ist. Es hat auch keinen Sinn, vom kleinsten Körper zu sprechen, über dem
eine Varietät definiert werden kann, wie das anschließendeBeispiel 6.1 zeigt.

Beispiel 6.1 {x} mit x ∈ F2(x) transzendent überF2. Es ist

{x} = Z (Z − x) = Z (Z2 − x2) = Z (Z4 − x4) = ... = Z (Z2j − x2j
) = ...

für alle j ∈ N0, und wir haben gleichzeitig die folgende absteigende KetteF2(x) ⊃ F2(x
2) ⊃ ... ⊃ F2(x

2j
) ⊃ ...

Wir verwenden deshalb für den Körperk2 in der Dekompositionsdefinition den
”
minima-

len Definitionskörper“:

Definition 6.2 Es seiI ⊆ k[Z1, ..., Zn] ein Ideal. Dann enthält die Menge

{k̃ ⊆ k : k̃ Teilkörper vonk und es gibt eine Basis vonI, deren sämtliche Koeffizienten ink̃ liegen}

einen kleinsten KörperkI, der in allen andereñk enthalten ist. Wir nennenkI denmini-
malen Definitionskörper von I.

Die Existenz vonkI kann etwa über die Berechnung einer reduzierten Gröbner-Basis ge-
zeigt werden.

Definition 6.3 Es seik(y1, ..., yn)/k eine endlich erzeugte Körpererweiterung und

P(y1,...,yn)/k = { f ∈ k[Y1, ..., Yn] : f (y1, ..., yn) = 0}.

Wir nennenP(y1,...,yn)/k dasvon (y1, ..., yn) über k definierte Ideal oder dasRelationen-
ideal von (y1, ..., yn).

Definition 6.4 Es seienR : A → X einek-Korrespondenz mit zugehörigem Primideal
p ⊂ k[ A, X], d.h.R = Z (p), sowie (a, x) ein generischer Punkt vonR überkp undr ∈ N.
Einesequentielle Dekompositionder Stelligkeitr von R bzw. p = P(a,x)/kp · k[ A, X] ist
ein Paar

(

P(x)/kp(a,w),P(w)/kp(a)

)

⊆ kp(a,w)[X] × kp(a)[W],

mit w = (w1, ..., wr), so dasskp(a) ⊆ kp(a,w) ⊆ kp(a, x) gilt.
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Beispiel 6.5 Betrachtep = 〈X4 − A〉 ⊆ Q(
√
−1)[A, X]. Es istQ(

√
−1)p = Q. Die zu-

gehörige Körperkette für festesA = a sieht so aus:Q(a) ⊆ Q(a, x2) ⊆ Q(a, x) = Quot(Q[A, X]/p).

Dies führt zu der Dekomposition
(

〈X2 − w〉, 〈W2 − a〉
)

⊆ Q(w, a)[X] ×Q(a)[W].

Dabei istw := x2.

Beispiel 6.6 Wir wollen X2
1 − X2

2 − A2
= 0 für vorgegebenesA = a lösen. Die zugehörige

Körpererweiterung istQ(a, x1, x2) = Quot(Q[A, X1, X2]/〈X2
1 − X2

2 − A2〉) ⊃ Q(a).

Die naheliegende Strategie ist zunächst, etwaX1 festzulegen und anschließendX2 zu be-
rechnen. In

”
Körpersicht“: Q(a) ( Q(a, x1) ( Q(a, x1, x2).

Die zugehörige Dekomposition besteht aus den Idealen

〈0〉 ⊂ Q(a)[X1] und 〈x2
1 − X2

2 − a2〉 ⊂ Q(a, x1)[X2].

Eine solche Dekomposition, die〈0〉 enthält, heißtentartet. Das Problem ist hier darin zu
sehen, dass ein überQ(a) rein transzendenter Körper vorkommt, der keine algebraische
Vereinfachung bietet. Eine bessere Lösungsstrategie wäre folgende gewesen: LegeX1+X2

fest. Auf Körperseite gilt dannx1 − x2 =
a2

x1+x2
, daa2

= x2
1 − x2

2.Q(a) ( Q(a, x1 + x2) = Q(a, x1, x2).

Auch hier taucht eine transzendente Erweiterung auf, aber es ist nur noch eine lineare
Gleichung zu lösen.

Um die Idee, dass
”
gleiche Körper gleiche Vereinfachung bieten“ zu präzisieren, definie-

ren wir den nachfolgenden̈Aquivalenzbegriff 6.7.

Definition 6.7 Sei R eine durchp ⊂ k[ A, X] definierte k-Korrespondenz. Ferner sei-
en (P(x)/kp(a,w1,...,wr),P(w)/kp(a)) und (P(x)/kp(a,v1,...,vs),P(u)/kp(a)) sequentielle Dekompositionen
von R bzw.p. Wir nennen diese Dekompositionenäquivalent, falls r = s undkp(a,w) =
kp(a, u).

Somit entspricht die Menge derr-stelligen Dekompositionen vonR bzw.pmoduloÄqui-
valenz genau der Menge der Zwischenkörper der Erweiterungkp(a, x)/kp(a) mit r-elementigem
Erzeugendensystem.

Lemma 6.8 Ist kp(a, x)/kp(a) endlich und einfach (etwa wenn char(kp) = 0 und die Er-
weiterung endlich ist), so existieren für festesr nur endlich viele nicht äquivalenter-
stellige Dekompositionen.

B: benutze den Satz vom primitiven Element, [Lang2002], V, Thm. 4.6. �

Die Forderung nach
”
einfach“ kann nicht weggelassen werden, wie das folgende Beispiel

6.9 zeigt:
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Beispiel 6.9F2(x, y)/F2(x2, y2) ist endlich vom Grad 4 und besitzt unendlich viele Zwi-
schenkörper mit einem Erzeuger: Als Erzeuger können Elemente der Formx2n+1

+ y gewählt
werden (hingegen würde etwax2n+1 als Erzeuger für jedesn den gleichen Körper liefern).

7 Berechnung von sequentiellen Dekompositionen

Zur Berechnung einer sequentiellen Dekomposition sind drei Teilschritte erforderlich.

1. Bestimmung des minimalen Definitionskörperskp.
Dies kann leicht über die Berechnung einer reduzierten Gr¨obner-Basis vonp erfol-
gen. Die Koeffizienten der in der Basis enthaltenen Polynome sind die Erzeuger von
kp über dem zugehörigen Primkörper.

2. Finden eines (echten) Zwischenkörperskp(a,w) vonkp(a, x)/kp(a).
Im Falle einerendlich-algebraischen und separablen Erweiterungkann man mit
Hilfe der Primärzerlegung Zwischenkörper algorithmisch bestimmen, wie wir in
Kapitel 11 sehen werden. Fürrein inseparable Erweiterungenist dies wesentlich
schwieriger (wir werden diesen Fall nicht betrachten). Im Falle einertranszenden-
ten Erweiterungentspricht das Hinzunehmen algebraisch unabhängiger Elemente
dem Festlegen freier Parameter. Daher interessieren wir uns in diesem Fall für die-
jenigen Zwischenkörper, die eine Transzendenzbasis der Erweiterung enthalten. In
Kapitel 9 werden wie sehen, wie wir bei gegebenem Relationenideal eine Transzen-
denzbasis und den Transzendenzgrad bestimmen können. Da separabel algebraische
Erweiterungen besonders angenehme Eigenschaften haben, ist es wünschenswert,
die Erzeuger des Zischenkörpers so zu wählen, dass darin eineseparierendeTrans-
zendenzbasis vonk(a, x)/k(a) enthalten ist.

3. Berechnung der KompositionsfaktorenP(w)/kp(a) undP(x)/kp(a,w).
Da zur Bestimmung vonP(w)/kp(a) undP(x)/kp(a,w) die selben Methoden angewendet
werden können, sprechen wir im Folgenden allgemeiner von einem Relationenideal
P(x)/k(g). In Kapitel 8 werden wir sehen, wie für einen gegebenen Zwischenkörper
k(g) der Erweiterungk(x)/k das Relationenideal bestimmt werden kann, und wie
wir umgekehrt aus dem bekannten Relationenideal die Erzeuger vonk(g) erhalten.

Es sei noch angemerkt, dass es je nach Vorgehen sein kann, dass zuerst die Erzeuger
w(x) des Zwischenkörpers bekannt sind, aus denen dannP(w)/kp(a) ermittelt werden kann
(z.B. wenn man bei transzendente Erweiterungen freie Variablen festlegt), oder, dass man
die Erzeuger eines IdealsP(w)/kp(a) kennt, aus deren Koeffizienten man die Erzeugerw des
Zwischenkörpers ablesen kann (z.B. wenn man Zwischenkörper über die Primärzerlegung
ermittelt).

Desweiteren werden wir in Kapitel 10 sehen, wie man Minimalpolynome bestimmt, die
ein nützliches Hilfsmittel beim Rechnen mit algebraischen Erweiterungen darstellen. Man
kann damit etwa auf Separabilität testen, algebraische Grade bestimmen, Inverse berech-
nen oder auf Enthaltensein in einem Ideal testen.
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In Kapitel 12 sehen wir, wie man ggf. besonders günstig darzustellende Erzeuger bestim-
men kann, mit deren Hilfe einige der Algorithmen aus den anderen Kapiteln wesentlich
einfacher durchzuführen sind.

Schließlich wird in Kapitel 13 noch eine alternative Vorgehensweise für die Lösung eini-
ger der hier betrachteten Probleme mit sogenanntenTag-Variablenvorgestellt.

Zusammenfassend gehen wir bei der Lösung eines polynomialen Gleichungssystems durch
sequentielle Dekomposition nach folgendem Schema vor:

PGS

PGSPGS

x = (x1, ..., xn)

x = (x1, ..., xn)

x = (x1, ..., xn)

w = (w1, ..., wr)

P(x)/k(a)

P(w)/k(a)P(x)/k(a,w)

gegeben:

gegeben:gegeben:

gesucht:

gesucht:gesucht:

Gröbner

Gröbner

Gröbner

löse nachx

löse nachx

löse nachw

Lösung

generischer Punkt (a, x) k(a, x) � Quot(k[ A, X]/p)

findew = w(x) (z.B. wie in Kapitel 11)

bestimmeP(w)/k(a)

Kapitel 8

Dieses Vorgehen bietet den Vorteil, dass die Dekompositionfür
”
generischen Problemin-

stanzen“ gültig bleibt (also unabhängig von den für die ParameterA1, ..., Am festgelegten
Wertena1, ..., am).
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Teil III

Rechnen mit Körpererweiterungen

8 Erzeuger für das Relationenideal

Wir haben folgende Ausgangssituation: Gegeben ist eine endlich erzeugte Körpererwei-
terungk(x1, ..., xn) mit bekannten RelationenP(x)/k. Ferner ist ein Teilkörperk(g1, ..., gr)
gegeben, wobei diegi als rationale Funktionen (d.h. Brüche) in denx j gegeben sind.

Um Aussagen über die Erweiterungk(x)/k(g) zu erhalten, wollen wir die Erzeuger des
RelationenidealsP(x)/k(g) ⊆ k(g)[Z] bestimmen.

Ein nützliches Hilfsmittel ist dasErweiterungsideal

Pe
(x)/k(g) = P(x)/k(g) · k(g)[Z1, ..., Zn]P(x)/k(g) .

Dabei bezeichnetk(g)[Z1, ..., Zn]P(x)/k(g) die Lokalisierung vonk(g)[Z1, ..., Zn] nach dem
multiplikativen Teilmonoidk(g)[Z1, ..., Zn]\P(x)/k(g), d.h. wir erweiternP(x)/k(g) um Brüche
mit Nennern ausk(g)[Z]\P(x)/k(g).

Proposition 8.1 Es seieng1(Z), ..., gr(Z) ∈ k(Z) beliebige Darstellungen der Erzeuger
g1, ..., gr ∈ k(x) in denx1, ..., xn. Man erhält alsogi = gi(x) durch Einsetzen vonx in Z.
Dann gilt überk(g)[Z1, ..., Zn]P(x)/k(g) :

Pe
(x)/k(g) = 〈g1(Z) − g1(x), ..., gr(Z) − gr(x)〉 + 〈P(x)/k〉.

B:
”
⊇“: Offensichtlich gilt schon〈P(x)/k〉 ⊆ Pe

(x)/k(g).

Seigi(Z) = ni(Z)
di(Z) mit ni ∈ k[Z], di ∈ k[Z]\P(x)/k(g). Dann gilt

gi(Z) − gi(x) =
1

di(Z)
(ni(Z) − gi(x)di(Z))
︸                   ︷︷                   ︸

∈P(x)/k(g)

.

”
⊆“: Schreibe abkürzendI := 〈g1(Z) − g1(x), ..., gr(Z) − gr(x)〉 + 〈P(x)/k〉.

Wähle n(Z)
d(Z) ∈ P

e
(x)/k(g) mit n(Z) ∈ k(g)[Z] und d(Z) ∈ k(g)[Z]\P(x)/k(g). Dann existiert ein

geeignetesα ∈ k[g] und einñ(Z) ∈ k[g][ Z] mit n = α−1ñ. Da I unter Multiplikation mit
α−1 abgeschlossen ist, genügt es zu zeigen, dass ˜n(Z) ∈ I gilt, um n(Z)

d(Z) ∈ I zu erhalten: Es
ist für geeigneteαµ,ν ∈ k:

ñ(Z) = ñ(g(x), Z)

=

∑

µ∈Nn
0,ν∈Nr

0

αµ,ν

n∏

i=1

Zµi

i

r∏

j=1

g j(x)ν j

=:
∑

µ,ν

αµ,νZµg(x)ν.
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Nach Annahme ist ˜n(g(x), x) = 0 ∈ k(x). Ersetzen wir jedesxi durch Zi, so erhalten
wir (wegen Isomorphie) ˜n(g(Z), Z) = 0 ∈ Quot(k[Z]/P(x)/k), d.h. es gibt ein geeignetes
p ∈ P(x)/k · k[Z]P(x)/k mit p = ñ(g(Z), Z). Damit gilt dann:

p = ñ(g(Z), Z) =
∑

µ,ν

αµ,νZµg(Z)ν

=

∑

µ,ν

αµ,νZµ
∏

j

g j(Z)ν j

=

∑

µ,ν

αµ,νZµ
∏

j

(g j(x) + (g j(Z) − g j(x)))ν j

und Ausmultiplizieren führt auf

∑

µ,ν

αµ,νZµ
∏

j

g j(x)ν j

︸                   ︷︷                   ︸

=ñ(g(x),Z)

+

∑

al(g j(Z) − g j(x)) − p

︸                         ︷︷                         ︸

∈I

= 0

mit geeignetenal ∈ k[g(x), g(Z), Z]. Damit ist wie gewünscht ˜n(Z) ∈ I. �

Unser Ziel ist es, Erzeuger fürP(x)/k(g) zu bestimmen.

Definition 8.2 Sei I ⊆ k[Z] ein Ideal undf ∈ k[Z]. Die Saturierung von I bzgl. f ist

I : f∞ = {g ∈ k[Z] : ∃µ ∈ N : f µg ∈ I}.

Die Saturierung berechnet man, indem man eine Unbekannteλ hinzunimmt und dannλ
in I · k[λ, Z] + 〈λ f − 1〉 eliminiert.

Beispiel 8.3

• Ist f ∈ I, so istI : f∞ = R.

• Ist p ⊂ R ein Primideal undf ∈ R\p, so istp : f∞ = p.

Beispiel 8.4 Eine geometrische Interpretation der Saturierung: Es seiI ⊆ R[X, Y] und
Z (I) sei die Vereinigung des Einheitskreises mit der Ursprungsgeraden. Seif = X − Y.
Durch die SaturierungI : f∞ erhält man den EinheitskreisZ (I : f∞) = Z (〈X2

+Y2−1〉).

Z (I) Z (I : f∞)

Saturierung

yy

xx
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Proposition 8.5 Es seieng1(Z), ..., gr(Z) wie in Proposition 8.1 undgi =
ni

di
mit ni ∈

k[Z], di ∈ k[Z]\P(x)/k für i = 1, ..., r. Dann ist

P(x)/k(g) =
(

〈n1(Z) − g1(x)d1(Z), ..., nr(Z) − gr(x)dr(Z)〉 + 〈P(x)/k〉
)

:





r∏

i=1

di(Z)





∞

.

B: Schreibe

J :=
(〈n1(Z) − g1(x)d1(x), ..., nr(Z) − gr(x)dr(x)〉 + 〈P(x)/k〉

)

:





r∏

i=1

di(Z)





∞

.

”
⊇“: Wegenni(x) − gi(x)di(x) = 0 genügt jedesp ∈ J für einµ ∈ N der Gleichung





∏

di(x)





︸      ︷︷      ︸

,0

µ

p(x) = 0,

also istp(x) = 0 und damitp ∈ P(x)/k(g).

”
⊆“: Sei n(Z) ∈ P(x)/k(g). Es gibtα, ñ(Z) wie im Beweis von Proposition 8.1, so dass

n(Z) = α−1ñ(Z) gilt und es genügt, ˜n ∈ J zu zeigen. Wie im Beweis von Proposition 8.1
erhält man

ñ(Z) +
∑

al(g j(Z) − g j(x)) = p ∈ P(x)/k · k[Z]P(x)/k .

mit geeignetenal ∈ k[g(x), g(Z), Z]. Multiplikation mit einer geeigneten Potenz (
∏

di)µ

ergibt

(
∏

di)
µñ(Z) +

∑

ãl(n j(Z) − g j(x)d j(Z)) = p̃ ∈ P(x)/k · k[Z]P(x)/k .

Auf der linken Seite steht ein Polynom, folglich ist auch ˜p ein Polynom. Setzt manxi für
Zi ein, so ist die linke Seite gleich 0 und damit auch ˜p(x) = 0. Also ist p̃ ∈ P(x)/k und
damit istñ(Z) ∈ J. �

In Proposition 8.5 haben wir gesehen, wie man aus gegebenen Körpererzeugerng das Re-
lationenideal bestimmen kann. Proposition 8.6 liefert gewissermaßen die

”
Umkehrung“

dazu, nämlich, wie man aus einem gegebenem Relationenideal die Erzeuger des zugehöri-
gen Erweiterungskörpers bestimmen kann.

Proposition 8.6 Sei P eine Menge von Erzeugern vonP(x)/k(g) undk′ derjenige Körper,
der durch Adjunktion der Koeffizienten vonP zuk entsteht. Dann istk′ = k(g).

B:
”
⊆“: Ist klar nach Definition vonP(x)/k(g).

”
⊇“: Skizze: Wähle eine endliche TeilmengeP′ ⊆ P aus, dieP(x)/k(g) erzeugt. Berech-

nen wir mit Buchbergers Algorithmus eine Gröbner-Basis von 〈P′〉, so enthält diese nach
Konstruktion des Algorithmus nur Koeffizienten ausk′. Sein nung(x) = n(x)

d(x) ∈ k(g) belie-
big mit n(Z), d(Z) ∈ k[Z]\P(x)/k. Nun nehmen wir ein neues transzendentes Elementλ zu
k′ hinzu und bilden die Normalform vonn(Z) − λd(Z) modulo der berechneten Gröbner-
Basis. Man überprüft leicht, dass diese Normalform linear in λ ist und bei Substitution
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λ 7→ g(x) verschwindet. Die Normalform seia(Z) − λb(Z) mit a(Z), b(Z) ∈ k′[Z]. Œ
dürfen wirb(Z) , 0 voraussetzen und erhalten

a(Z) − g(x)b(Z) = 0 bzw. g(x) =
a(Z)
b(Z)
,

d.h.g(x) ∈ k′. �

Um eine
”
kanonische“ Erzeugermenge vonk(g) überk zu erhalten, die unabhängig von

einer Termordnung ist, kann man ausnutzen, dassP(x)/k(g) nur endlich viele verschiedene
reduzierte Gröbner-Basen hat: Verwende die Vereinigung der Koeffizienten aller reduzier-
ten Gröbner-Basen.

9 Berechnung von (separierenden) Transzendenzbasen

Wie bereits erwähnt entspricht das Hinzunehmen algebraisch unabhängiger Elemente dem
festlegen freier Parameter. Ist (etwa aus Proposition 8.5)ein RelationenidealP(x)/k(g) be-
kannt, so wäre es aufgrund der angenehmen algebraischen Eigenschaften von separabel
algebraischen Erweiterungen wünschenswert, wenn wir eine separierende Transzendenz-
basis vonk(x)/k(g) bestimmen könnten.

Gesucht sind transdeg(k(x)/k(g)) und eine (separierende) Transzendenzbasis.

Kennt man eine Gröbner-Basis vonP(x)/k(g), so kann eine Transzendenzbasis vonk(x)/k(g)
wie folgt berechnet werden:

Algorithmus 9.1 Berechnung einer Transzendenzbasis

Eingabe: Gröbner-BasisG vonP(x)/k(g) ⊆ k(g)[Z1, ..., Zn].
Ausgabe: TranszendenzbasisB vonk(x)/k(g) (und somit transdeg(k(x)/k(g)) = |B|).

B := ∅
for i ∈ {1, ..., n}

if HT(G) ∩ T({Z j : x j ∈ B ∪ {xi}}) = ∅
then B := B ∪ {xi}

return B

Insbesondere erhalten wir so auch eine Möglichkeit, nur mit Hilfe des Relationenideals
P(x)/k(g) zu überprüfen, ob die Erweiterungk(x)/k(g) algebraisch ist (nämlich wenn transdeg(k(x)/k(g)) =
0 ist) oder nicht.

Beispiel 9.2 Seienx1, x2, x3 algebraisch unabhängig überF4 und

(g1, g2, g3) :=

(

x2
1 + x2,

x2

x3
,

x4
1x2

2 + x2
1x2

3 + x4
2 + x2x2

3

x2x3

)

.
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Verwendet man eine umgekehrt lexikographische Ordnung, d.h. Z1 > Z2 > Z3, so erhält
man folgende reduzierte Gröbner-Basis vonP(x)/F4(g):

G = {Z2
1 +

x2

x3
Z3 + x2

1 + x2, Z2 +
x2

x3
Z3}.

Dann ist HT(G) = {Z2
1, Z2}. Der obige Algorithmus 9.1 liefertB = {x3}, d.h. es ist

transdeg(F4(x)/F4(g)) = 1 (und damit transdeg(F4(g)/F4) = 2, vgl. Proposition 1.13).

Satz 9.3 Es seik(x1, ..., xn)/k eine endlich erzeugte Körpererweiterung. Ihr Transzen-
denzgrad seit. Ferner seiP ⊆ k[Z1, ..., Zn]P(x)/k ein endliches Erzeugendensystem für
Pe

(x)/k ⊆ k[Z]P(x)/k . Dann sind äquivalent:

1. k(x)/k ist separabel erzeugt.

2. Der Rang der Matrix

M =

(

∂p
∂Zi

(x)

)

p∈P,i=1,...,n

ist n − t.

Ist k(x)/k nicht separabel erzeugt, so ist der Rang vonM kleiner alsn − t.

Folgerung 9.4 Die Matrix M aus Satz 9.3 sei vom Rangn − m. Weiterhin seienP′ ⊆ P
undL′ ⊆ {1, ..., n}mit |P′| = |L′| = n − m so gewählt, dass

det

(

∂p
∂Zi

(x)

)

p∈P′,i∈L′
, 0

ist. Dann bilden, sofernk(x)/k separabel erzeugt ist, diex j, j < L′, eine separierende
Transzendenzbasis vonk(x)/k.

Beispiel 9.5 (Fortsetzung von Beispiel 9.2) Es ergibt sich
”
durch Ablesen“ (vgl. Proposi-

tion 8.1) folgende Basis fürPe
(x)/F4(g):

Z2
1 + Z2

2 + x2
1 + x2,

Z2

Z3
+

x2

x3
,

Z4
1Z2

2 + Z2
1Z2

3 + Z4
2 + Z2Z2

3

Z2Z3
+

x4
1x2

2 + x2
1x2

3 + x4
2 + x2x2

3

x2x3

(beachte, dass wegen char(F4) = 2 gilt
”
+ = −“).

Das ergibt folgende Matrix:

M =





0 1 0
0 1

x3

x2

x2
3

0
x4

1x2
2+x2

1x2
3+x4

2

x2
2x3

x4
1x2

2+x2
1x2

3+x4
2+x2x2

3

x2
2x3





.

Der Rang dieser Matrix ist 2= 3− 1 = n − t.

Da die ErweiterungF4(x)/F4(g) vom Transzendenzgradt = 1 ist, folgt, dass die Erwei-
terung separabel erzeugt ist. Die separierende Transzendenzbasis ist durch{x1} gegeben.
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Bemerkung 9.6 Nimmt man zuk(g) ein neues Elementy hinzu, so kann man nun leicht
prüfen, oby algebraisch überk(g) ist. Dies ist nämlich genau dann der Fall, wenn

transdeg(k(x)/k(g)) = transdeg(k(x)/k(g, y))

gilt.

10 Rechnen mit algebraischen Erweiterungen

Lemma 10.1 Es seik(x)/k(g) eine algebraische Erweiterung undG eine Gröbner-Basis
(bzgl. einer beliebigen Termordnung) vonP(x)/k(g). Dann ist

[k(x) : k(g)] = |{t ∈ T(Z1, ..., Zn) : ∀s ∈ HT(G) : s 6 |t}|.

Insbesondere gilt fürp1, ..., pn ∈ G mit HT(pi) = Zνii die Abschätzung

[k(x) : k(g)] ≤
n∏

i=1

νi.

Wir betrachten nun mit demMinimalpolynomein wichtiges Hilfsmittel:

Bemerkung 10.2 Ist k2/k1 eine Körpererweiterung undx ∈ k2 algebraisch überk1, so
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom kleinsten Gradesm ∈ k1[Z] mit
m(x) = 0. m ist prim und somit irreduzibel. Man nenntm dasMinimalpolynom von x.

Bemerkung 10.3 Es ist deg(m) = [k1(x) : k1]. Ist insbesonderek2 = k1(x1, ..., xn) undmi

das Minimalpolynom vonxi, so gilt

[k2 : k1] =
n∏

i=1

deg(mi).

Man kann also den Grad einer algebraischen Erweiterung bestimmen, wenn man bereits
die Minimalpolynome kennt.

Sei nun ein Elementf ∈ k(x) gegeben, welches algebraisch überk(g) liegt. Wir interes-
sieren uns dafür, wie man das Minimalpolynom vonf bestimmen kann.
Hierzu werden wir folgende einfache Beobachtung ausnutzen:

Bemerkung 10.4 Es seienA1, ..., Al neue formale (d.h. transzendente) Parameter über
k(g),α1, ..., αl ∈ k(g) undG eine Gröbner-Basis von〈G〉 ⊆ k(g)[Z]. Ferner seienp1, ..., ps ∈
k(g)[Z] sowieh1, ..., hs ∈ k(g)[ A]. Dann liefert die SpezialisierungAi 7→ αi in der Nor-

malform von
s∑

i=1
hi(A)pi(Z) moduloG gerade die Normalform von

s∑

i=1
hi(α)pi(Z) modulo

G.

Diese Bemerkung besagt im Prinzip, dass die Operationen
”
Bilden der Normalform“ und

”
Einsetzen“ kommutieren.
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Sei nun eine Körpererweiterungk(x)/k(g) gegeben, sowief (x) algebraisch überk(g).
Gesucht ist das Minimalpolynomm(Y) von f . Es sei

m(Y) = Yα +
α−1∑

i=0

λiY
i ∈ k(g)[Y].

Für f = n(x)
d(x) ist wegenm( f ) = 0 insbesondere

(

n(Z1, ..., Zn)
d(Z1, ..., Zn)

)α

+

α−1∑

i=0

λi

(

n(Z1, ..., Zn)
d(Z1, ..., Zn)

)i

∈ Pe
(x)/k(g).

Äquivalent dazu können wir fordern:

d(Z)α ·




(

n(Z)
d(Z)

)α

+

α−1∑

i=0

λi

(

n(Z)
d(Z)

)i
 ∈ P(x)/k(g)

(wir können bei
”
hinreichend gekürzter Darstellung vonf“ von d(Z) < P(x)/k(g) ausgehen).

Ob die letztgenannte Bedingung erfüllt ist, können wir durch einfache Normalformbil-
dung modulo einer Gröbner-Basis vonP(x)/k(g) verifizieren. Finden wir irgendwelche Ko-
effizientenλi, die dieser Bedingung genügen, so sind dieseλi notwendigerweise die Koef-
fizienten des Minimalpolynoms vonf = n(x)

d(x) (da das Minimalpolynom eindeutig bestimmt
ist).

Da der Gradα a priori nicht bekannt ist, können wir wie folgt vorgehen, um das Minimal-
polynom zu finden:

Algorithmus 10.5 Bestimmung des Minimalpolynoms

Führe fürβ = 1, 2, ... folgende Schritte aus:

1. Einführung neuer (algebraisch unabhängiger) Parameter A0, A1, ..., Aβ−1 überk(x).

2. Berechnung der NormalformN(Z) ∈ k(g)[ A][ Z] von

d(Z)β ·




(

n(Z)
d(Z)

)β

+

β−1∑

i=0

Ai

(

n(Z)
d(Z)

)i




modulo einer Gröbner-BasisG vonP(x)/k(g). Die Normalform ist linear in denAi, da
diese in der Gröbner-Basis nicht vorkommen. Bei dieser Berechnung werden dieAi

wie Konstanten behandelt.

3. Zu jedem Termt von N(Z) gehört ein Koeffizientct = ct(A). Da für das Minimal-
polynomm gelten mussm( f ) = 0, setzen wir allect(A) simultan= 0 und erhalten
so ein lineares Gleichungssystem mit den UnbestimmtenA0, ..., Aβ−1. Sobald dieses
LGS lösbar ist, ist das Minimalpolynom gefunden und es istβ = α.
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Bemerkung 10.6 Ist für den Grad des Minimalpolynoms eine obere Schranke bekannt,
so können wir statt

”
Hochzählen“ vonβ in Algorithmus 10.5 eine binäre Suche verwen-

den: Ist das LGS unlösbar, so istβ zu klein. Ist das LGS mehrdeutig lösbar, so istβ zu
groß.

Bemerkung 10.7 Für den Fall, dassx1, ..., xn algebraisch unabhängig sind, gilt:

[k(g)( f ) : k(g)]
︸            ︷︷            ︸

=α

≤
r∏

i=1

deg(gi(x)),

wobei deg(gi(x)) als Maximum der Totalgrade von Zähler und Nenner (gekürzt) definiert
ist.

Bemerkung 10.8 Anwendungen des Minimalpolynoms.

• Mit Hilfe des Minimalpolynoms kann man eine Körpererweiterung auf Separabi-
lität testen, vgl. Abschnitt 2.3 in [Stein2000].

• In der Situation von Algorithmus 10.5 kann man über die Bestimmung des Mini-
malpolynoms auch testen, obf ∈ k(x) bereits ink(g) enthalten ist (

”
Membership

Test“). Dies ist nämlich genau dann der Fall, wennf ein lineares Minimalpolynom
hat, also wenn der Algorithmus beiβ = 1 abbricht. Man kann dies aber auch direkt
testen:

f (x) =
n(x)
d(x)

∈ k(g) ⇔ norm(n(Z),G)
norm(d(Z),G)

= f (x).

Auf diese Weise erhält man eine Darstellung vonf überk(g), siehe Kapitel 13.

• Das Minimalpolynomm von x ermöglicht die Berechnung vonx−1 in k(x). Es ist
nämlich

m(x) =
α∑

i=0

aix
i
= 0⇔ a0 = −

α∑

i=1

aix
i

⇔ 1 = xx−1
= −

α∑

i=1

ai

a0
xi

⇔ x−1
= −

α∑

i=1

ai

a0
xi−1

unda0 , 0, da das irreduzible Minimalpolynom nicht 0 als Nullstellehaben kann.

11 Zwischenk̈orper

Definition 11.1 Falls die Minimalpolynome der Erzeugerx1, ..., xn überk(x) alle in Li-
nearfaktoren zerfallen und nur einfache Nullstellen haben, so istk(x)/k(g) galoissch. Wir
bezeichnen die Gruppe der Automorphismen vonk(x), die k(g) fix lassen, alsGalois-
Gruppe Gal(k(x)/k(g)).
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Satz 11.2 Ist k(x)/k(g) galoissch, so gilt:

P(x)/k(g) · k(x)[Z] =
∏

σ∈Gal(k(x)/k(g))

〈Z1 − σ(x1), ..., Zn − σ(xn)〉.

Insbesondere gilt folgende Charakterisierung:
Sindp1, ..., pl die assoziierten Primideale vonP(x)/k(g) ·k(x)[Z] undG1, ...,Gl die zugehöri-
gen reduzierten Gröbner-Basen, dann ist

{G1, ...,Gl} = { {Z1 − σ(x1), ..., Zn − σ(xn)} : σ ∈ Gal(k(x)/k(g)) }

Die Zwischenkörper vonk(x)/k(g) entsprechen den Untergruppen der Galois-Gruppe
Gal(k(x)/k(g)).

Beispiel 11.3BetrachteQ(
√

2,
√

3)/Q, d.h.k = Q, k(g) = Q (d.h.g = 1) undk(x1, x2) =Q(
√

2,
√

3). Es ist
P(
√

2,
√

3)/Q = 〈Z2
1 − 2, Z2

2 − 3〉.

Mit einem Computeralgebrasystem etwa erhalten wir die Primärzerlegung

P(
√

2,
√

3)/Q · k(
√

2,
√

3)[Z1, Z2] = 〈Z1 −
√

2, Z2 −
√

3〉 ∩ 〈Z1 −
√

2, Z2 +
√

3〉

∩ 〈Z1 +
√

2, Z2 −
√

3〉 ∩ 〈Z1 +
√

2, Z2 +
√

3〉.

Es ist Gal(Q(
√

2,
√

3)/Q) � Z/2Z × Z/2Z.

Auch für nicht galoissche Erweiterungen kann man mit Hilfeder Primärzerlegung gewisse
Zwischenkörper charakterisieren. Der folgende Satz 11.4liefert eine Möglichkeit, für eine
separabel algebraische Körpererweiterung Zwischenkörper zu finden, nachdem man die
Primärzerlegung des RelationenidealsP(x)/k(g) · k(x)[Z] berechnet hat. Dies ist besonders
für Charakteristik 0 von Interesse, da in diesem Fall jede Körpererweiterung separabel ist.

Um zu testen, ob eine Erweiterung algebraisch und separabelist, kann man die Verfahren
aus den Kapiteln 9 und 10 verwenden.

Satz 11.4SeiP(x)/k(g) · k(x)[Z] = Q1 ∩ ... ∩ Ql eine Primärzerlegung undpi das zuQi

assoziierte Primideal. Ferner seik(h) ein Zwischenkörper vonk(g) und der algebraischen
Hülle k(g)alg vonk(g) in k(x). Dann gilt:

1. Istk(g)alg/k(h) separabel, so ist für ein geeignetesL ⊆ {1, ..., l}

P(x)/k(h) · k(x)[Z] =
⋂

i∈L

pi.

2. Istk(h)/k(g) separabel, so ist für ein geeignetesL ⊆ {1, ..., l}

P(x)/k(h) · k(x)[Z] =
⋂

i∈L

Qi.
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schöner“ Körpererzeuger 25

Wir können im Allgemeinen nicht erwarten, dass ein Erzeugendensystem vonP(x)/k(h) ·
k(x)[Z] bereits mit Koeffizienten ausk(h) auskommt. Wir können dies aber durch die
Berechnung einer reduzierten Gröbner-Basis erzwingen (siehe auch Proposition 8.6):

Bemerkung 11.5 Die Koeffizienten einer Gröbner-Basis vonP(x)/k(h)k(x)[Z] bilden ein
Erzeugendensystem vonk(h) überk.

Bemerkung 11.6 Für den algebraischen Abschlussk(g)alg vonk(g) existiert eini ∈ {1, ..., l}
mit

P(x)/k(g)alg · k(x)[Z] = pi.

12 Finden”schöner“ K örpererzeuger

Hat man einen Zwischenkörperk(h) von k(x)/k(g) gefunden, so stellt sich die Frage, ob
man ein besonders günstiges Erzeugendensystem für dieseErweiterung finden kann.

Polynomiale Erzeugendensysteme

Falls ein polynomiales Erzeugendensystem existiert, so hat dies den Vorteil, dass viele
Rechnungen damit vereinfacht werden können. Will man etwadie Erzeuger des Rela-
tionenideals wie in Proposition 8.5 bestimmen, so erspart man sich das Berechnen der
Saturierung, wenn man ein polynomiales Erzeugendensystemverwendet.

Bemerkung 12.1 Es seik(x)/k(g) algebraisch mitg1, ..., gl ∈ k[x] sowiek(h1, ..., hs) ein
Zwischenkörper vonk(x)/k(g). Dann existieren Polynomep1, ..., ps ∈ k[x] mit k(h) =
k(g, p).

B: Da k(x)/k(g) algebraisch ist, gilth ∈ k(g)[x]. Daher existierenc ∈ k[g] mit
pi := cihi ∈ k[g][ x] = k[x], und mitk(g) ⊆ k(h) folgt k(h) = k(g, c1h1, ..., cshs). �

Lemma 12.2 Es seik(h) ein algebraisch überk(g) liegender Zwischenkörper vonk(x)/k(g).
Ferner seik[x] faktoriell. Sindg ∈ k[x], so existierenp ∈ k[x] mit k(h) = k(g, p).

B: Es sei einhi fest gewählt mithi =
n
d für n, d ∈ k[x] teilerfremd, Œn , 0. Wir

betrachten das Minimalpolynomm(Y) von d
n überk(g). Es seiena0, ..., al, b Polynome über

k mit

m(Y) = b(g)−1
l∑

i=0

ai(g)Y
i.

Multiplizieren wir die Gleichungm(d
n ) = 0 mit dem Hauptnenner und subtrahierena0(g)nl

auf beiden Seiten, so ergibt sich

−a0(g)n
l
=

l∑

i=1

ai(g)d
inl−i
= d ·





l∑

i=1

ai(g)d
i−1nl−i



 .
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Da k[x] faktoriell undn, d teilerfremd sind, folgt dassd ein Teiler vona0(g) ist und mit

k(g)( hi
︸︷︷︸

=
n
d

) = k(g)
(

a0(g)
n
d

︸ ︷︷ ︸

=:pi∈k[x]

)

folgt die Behauptung. �

Man beachte, dass der Beweis ein konstruktives Verfahren zur Bestimmung der polyno-
mialen Erzeuger vonk(h) bietet. Die verwendeten Minimalpolynome können mit Algo-
rithmus 10.5 bestimmt werden.

Einfache transzendente Körpererweiterungen

Wir überlegen nun, wie man testen kann, ob eine rein transzendente Körpererweiterung
von einem einzigen Element erzeugt wird und wie man dieses ggf. bestimmen kann.

Satz 12.3 (Lüroth)
Es seienk(x)/k eine endlich erzeugte rein transzendente Erweiterung mit Transzendenz-
basis{x} sowie ein Zwischenkörperk(g) von k(x)/k mit transdeg(k(g)/k) = 1 gegeben.
Dann ist die Erweiterungk(g)/k einfach.

oder eine konstruktive Variante davon:

Seienk(x)/k rein transzendent mit Transzendenzbasis{x}, k(g) ein Zwischenkörper von
k(x)/k sowieG eine reduzierte Gröbner-Basis vonP(x)/k(g). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

1. k(g)/k ist einfach.

2. P(x)/k(g) ist ein Hauptideal.

3. Es existierenn(Z), d(Z) ∈ k[Z] und f ∈ k(g) mit

G = {n(Z) − f d(Z)} oder G = ∅.

Ist die letztgenannte Bedingung erfüllt, so ist entwederk(g) = k (falls G = ∅) oder f ist
ein primitives Element (d.h. ein Körpererzeuger) vonk(g)/k.

Zusammen mit Proposition 8.5 kann man nun entscheiden, obk(g)/k einfach ist und ggf.
f durch das Berechnen eine reduzierten Gröbner-Basis bestimmen.

Beispiel 12.4Sei char(k) = 0 sowie

(g1, g2, g3) =
(

x4
1 − 2x2

1x2 − 2x2
1 − 8x1 + x2

2 − 8

x2
1 + 4x1 + 4

,
x6

1 − 3x4
1x2 + 3x2

1x2
2 − x3

2

x3
1 + 6x2

1 + 12x1 + 8
,

x4
1 − 2x2

1x2 + x2
2

x3
1 + 3x2

1 − x1x2 + 4x1 − 2x2 + 4

)

mit x1, x2 algebraisch unabhängig überk. Eine reduzierte Gröbner-Basis vonP(x)/k(g) er-
gibt sich zu

{Z2
1 − Z2 −

x2
1 − x2

x1 + 2
(Z1 + 2)}.

Nach dem Satz von Lüroth ist
x2

1−x2

x1+2 Erzeuger vonk(g1, g2, g3).



13 Verwendung von Tag-Variablen 27

Bemerkung 12.5 Es ist leicht einzusehen, dass jeder nicht ink enthaltene Koeffizient
des Polynoms in der reduzierten Gröbner-Basis als primitives Element verwendet werden
kann.

13 Verwendung von Tag-Variablen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine alternative Vorgehensweise, um einige der Pro-
bleme aus den vorherigen Kapiteln zu lösen. Primär gehen wir dabei auf das Problem
ein, für ein f (x) ∈ k(g1, ..., gr) eine rationale Darstellungf = q(g) zu finden (ähnlich wie
bei der Bestimmung des Minimalpolynoms in Kapitel 10). Wir führen dazu sogenannte
Tag-Variablen T1, ..., Tr ein.

Bemerkung 13.1 Es seienf ∈ k(g) undq ∈ k[T]P(g)/k mit q(g) = f gegeben. Dann sind
für q̃ ∈ k[T]P(g)/k äquivalent:

1. q̃(g) = f .

2. q − q̃ ∈ P(g)/k · k[Z1, ..., Zn]P(g)/k .

Zur Charakterisierungaller Darstellungen vonf in deng genügt es also, eine Darstellung
von f zu berechnen sowie eine Basis vonP(g)/k ·k[Z]P(g)/k . UmP(g)/k zu berechnen, können
wir den folgenden Satz 13.2 benutzen:

Satz 13.2Es sei

I := 〈n1(Z) − T1d1(Z), ..., nr(Z) − Trdr(Z)〉 + 〈P(x)/k〉 ⊆ k[T1, ..., Tr, Z],

wobeigi =
ni(x)
di(x) . Dann genügtI folgenden Bedingungen:

1. P(g,x)/k = {p(T, Z) : p ∈ P(g(x),x)/k} = I :

(
r∏

i=1
di(Z)

)∞

.

2. P(g)/k = {p(T) : p ∈ P(g(x))/k} =
(

I :

(
r∏

i=1
di(Z)

)∞)

∩ k[T].

UmP(g)/k zu bestimmen, berechnen wir zuerst eine Gröbner-Basis desIdeals

I +
〈

1− λ
r∏

i=1

di(Z)
〉

in k[λ,T, Z] bzgl. einer Termordnung mitλ > Z > T und eliminierenλ. Aus der Gröbner-
Basis entfernen wir alle Polynome, die einen Term enthalten, der nicht inT(T) liegt. Übrig
bleibt die gewünschte Basis vonP(g)/k.

Nun kann man jede Darstellung vonf = q(g) in der Form f = (q + r)(g) mit r ∈ P(g)/k ·
k[Z]P(g)/k angeben.

Wir wollen das IdealP(g)/k auch nutzen, um Enthaltensein ink(g) zu prüfen (
”
membership

test“).
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Lemma 13.3 Es seiG eine Gröbner-Basis vonP(g,x)/k ⊆ k[T, Z] bzgl. einer Termordnung
mit Z > T. Ferner sei

π : k[T, Z] → Quot(k[T]/〈P(g)/k〉)[Z],

Z j 7→ Z j, Ti 7→ T i

(T i bezeichne diëAquivalenzklasse vonTi). Dann istπ(G)\{0} eine Gröbner-Basis von
〈π(P(g,x)/k)〉 ⊆ Quot(k[T]/〈P(g)/k〉)[Z] bzgl. der induzierten Termordnung.

Beachte, dass Quot(k[T]/〈P(g)/k〉)[Z] � k(g)[Z] ist. Die Elementeg werden bei diesem
Vorgehen durch die formalen ParameterT bzw. deren Restklassen dargestellt. Da wir die
Gröbner-Basisπ(G)\{0} kennen, können wir Normalformen (also Nebenklassenvertreter)
bestimmen und somit in Quot(k[T]/〈P(g)/k〉)[Z] effektiv rechnen. Insbesondere können
wir feststellen, obπ( f ) = 0 ist und somit vermeiden, durch0 zu teilen.

Algorithmus 13.4 Membership Test

Um nun zu entscheiden, ob einf (x) ∈ k(x) in k(g) enthalten ist, können wir wie folgt
vorgehen:
Sei f (x) = n(x)

d(x) mit n ∈ k[Z], d(Z) ∈ k[Z]\P(x)/k. Dann ist f (x) ∈ k(g) äquivalent zu der
Bedingung

∃q ∈ Quot(k[T]/〈P(g)/k〉) : π(n(Z)) − q · π(d(Z)) ∈ 〈π(P(g,x)/k)〉.

Wir gehen ähnlich wie bei der Berechnung des Minimalpolynoms in Algorithmus 10.5
vor:

1. Wir berechnen die NormalformN(A) vonπ(n(Z))−A·π(d(Z)) modulo der Gröbner-
Basisπ(G)\{0}.

2. Für f (x) ∈ k(g) muss die resultierende Normalform verschwinden, wenn wirden
formalen ParameterA durchq(g) ersetzen. Folglich setzen wir in dieser Normal-
form alle Koeffizienten (d.h. die Koeffizienten derZ) simultan gleich 0. Wir er-
halten ein lineares Gleichungssystem in einer Variablen. Dieses LGS können wir
auf Lösbarkeit prüfen. Jede Lösung (zwangsläufig aus Quot(k[T]/〈P(g)/k〉)) liefert
die gewünschte Darstellungq(g) von f in deng. Ein nicht lösbares LGS bedeutet
f < k(g).
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