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Teil |

Algebraische Grundlagen

1 Korper und K orpererweiterungen

Definition 1.1 Seik ein Korper undy : 7Z — k der kanonische Ringhomomorphismus
(1 » 1) vonZ nachk und p € Ny der nichtnegative Erzeuger des Hauptideals K&tn(
Dann heil3tp die Charakteristik vonk, kurz p = chark).

Definition 1.2 Es seik;, ein Korper undk; C k, so dass auck; mit den vonk, indu-
zierten Verknupfungen ein Korper ist. Dann nennt mafeil- oderUnterkorper von
k.. Entsprechend nennt ménErweiterungs- oderOberkorper vonk;. Das Paarl(, k»)
heil3stKorpererweiterung, schreibe auck;/k;.

Definition 1.3 Es seik ein Korper undky der bzgl.c kleinste Teilkdrper vork. Dann
heil3tky, Primkorper vonk.

Proposition 1.4 Ein Primkorperk, eines Korpers ist stets isomorph zu einefn, (falls
chark) = p > 0, p prim) oder zul) (falls chark) = 0).

Bemerkung 1.5 Es sek,/k; eine Korpererweiterung untl c k. Dann istk; (A) der bzgl.
C kleinste Teilkorper vork,, derk; und A enthalt.

Definition 1.6 ki(A) heil3t der vonA Uberk; erzeugteTeilkorper undA dasErzeugen-
densystem Existiert eine endliche Menga mit k, = k;(A), so heil3t die Erweiterung
ko/k, endlich erzeugt Existiert sogar ein einelementiges Erzeugendensystem{a},
so spricht man von einainfachen Erweiterung, der Erzeuger heildt auchprimitives
Element

Definition 1.7 Seik,/k; eine Korpererweiterung. Dann heil3t jedes k,, fur das ein Po-
lynom p, € ki[Z] mit p,(a) = O existiert, ein (Ubek,) algebraische€Element. Ansonsten
heilRta transzendent Sind allea € k, algebraisch tibek;, so heil3tk,/k; algebraische

Erweiterung, ansonstetranszendente Erweiterung

Definition 1.8 Es seik; ein Korper. Ein Erweiterungskorpés von k; heildtalgebrai-
scher Abschlussronk;, wenn gilt:

1. ky/k, ist algebraisch.

2. Jedes nichtkonstante PolynomkifiZ] besitzt eine Nullstelle.

Allgemein heil3t jeder Korper, der die zweite Eigenschatt&igebraisch abgeschlossen
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Bemerkung 1.9 Jeder Korper hat einen bis auf Isomorphie eindeutigenbadigchen
Abschluss.
Definition 1.10 Es seik,/k; eine Korpererweiterung. Dann heil3t der Korper

{a € ky : a algebraisch Ubéf}
die algebraische Hullevonk; in k.
Definition 1.11 Es seiky/k; eine Korpererweiterung sowie, ..., as € k», s € N. Dann
heil3enas, ..., as bzw. die Meng€ay, ..., as} algebraisch unabhangiguberk,, falls der
Kern des kanonischen Spezialisierungshomomorphigafds ..., ZJ] — ky, Z — «;, nur

das Nullpolynom enthalt. Eine beliebige Men§& k; heil3t algebraisch unabhangig tiber
ky, falls jede endliche Teilmenge va@valgebraisch unabhangig tlerist.

Uberk, algebraisch unabhangige Elemente haben somit die Eigafisztines Systems
von formalen Variablen bzgk; und sind insbesondere transzendent.

Definition 1.12 Es seik,/k; eine Korpererweiterung. Dann werden

[k : ki] =supgse Ng: day, ...,as € k> : {aq, ..., as} linear unabhangig tbdg }
alsalgebraischer Gradund
transdedf>/k;) = sugdn € Ng : day, ...,an € ko : {aq, ..., an} algebraisch unabhangig tldes

als Transzendenzgradvon k,/k; bezeichnet. IsT C k, eine bzgl.C maximale tbek;
algebraisch unabhangige Teilmenge ¥gnso hei3tT Transzendenzbasis/on k, tber
Ki.

Proposition 1.13 Seienks/k, undk,/k; Korpererweiterungen. Dann gilt:

[Ks : k] = [ks : ko] - [Ko - ki],

transdedf{z/k,) = transdedfz/ k) + transded{s/k,).

Definition 1.14 Seik,/k; eine algebraische Korpererweiterung. Ein Elemeatk; heil3t
separabeluiberk,, falls ein Polynomp, € k;[Z]\{0O} existiert, fur dag,(a) = 0 gilt und
das nur einfache Nullstellen tlber dem algebraischen Abssivonk; besitztk,/k; heil3t
separabe) wenn fur allex € k; solch ein Polynonp, existiert.
Definition 1.15 Es sek,/k; eine algebraische Korpererweiterung. Dann heil3t dep&or

K* = {e € k1 @ separabel bdq)
die separable Hullevonk; in k. Der Grad

[k Ki]sep:= [kiepi ka]

wird als Separabilitatsgrad von k, Uiberk; bezeichnet.

Bemerkung 1.16 Ist chark) = 0, so ist jede algebraische Korpererweiterlptk, sepa-
rabel, insbesondere ik}™ = k.

Definition 1.17 Es seiky/k; eine Korpererweiterung. Dann heikt/k, separabel er-
zeugt wenn eine Transzendenzbakigonk,/k; existiert, so dass die Erweiterukgk,(T)
separabel algebraisch ist. In diesem Fall nennt ma&mneseparierende Tranzendenz-
basis



2 Ringe und Ideale 5

2 Ringe und Ideale

Im Folgenden seR immer ein kommutativer Ring mit 1.
Definition 2.1 R heil3tnoethersch falls jedes Ideal iR endlich erzeugt ist.

Beispiel 2.2 Korper, endliche Ringe und Hauptidealringe wie ZZRderk[ X] sind noethersch.
Der Polynomring[Z;, Z5, ...] in unendlich vielen Variablen ist nicht noethersch.

Definition 2.3 Seil ¢ Rein echtes Ideal. Dann heil3t

e maximal, falls R/l ein Korper ist (dazu aquivalent: es gibt kein echtes Ideait
lcJCR.

e prim, falls R/l nullteilerfrei ist (dazu aquivalent: gib € 1, so muss auch € |
oderb € | gelten).

e primar, falls fur allea,b € R gilt: ausab € I,a ¢ 1, folgt, dass eine Potenz
b",v € N,in | liegt.

Definition 2.4 Es seil € Rein Ideal. Dann heifl3t das Ideal
Vi={aeR:Ive Nmita €}
dasRadikal von . Ein Ideall mit VI = | heiRtradikal .

Beispiel 2.5

o Flrl =4y c Zist VI = (2).
e EsseiR=K[X YJundl = (X3, Y). EsistVl = (X, Y).

Definition 2.6 Es seiQ ¢ Rein Primarideal. Dann hei3{Q das zuQ assoziierte Prim-
ideal.

Satz 2.7 Es seiR ein noetherscher kommutativer Ring mit 1 ung R ein echtes Ideal.
Dann existieren primare ldea@,, ..., Q; € R, so dass gilt:

LI1=Q1nQn..NQ,.

2. FuralleI<i < j <rgilt: VQ # 1/Q;.

3. Furjedeg =1,..,ristQ; 2 () @, d.h. keinQ; kann weggelassen werden.

I<i#j<r

Beweis: siehe etwa [BW1993], Thm. 8.54, 8.55. [

Jede Darstellung, die diese drei Eigenschaften besii Ramarzerlegung vonl. Man
bezeichnet dieyQ; auch als die zl assoziierten Primideale
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Beispiel 2.8

e IStR =7, so entspricht der eindeutigen Primfaktorzerlegung

d d
n= pll...pkk

vonn € 7 die Primarzerlegung

() = (P N Nk

des Idealgn). In diesem Fall sind die z¢n) assoziierten Primideale gerade die
Ideale{py), ..., {Px). Man kann die Primarzerlegung also als Verallgemeinederg
Primfaktorzerlegung dtassen.

e IstR=K[X Y]undI = (X2, XY), so sind

I = (X) N (X2, XY, Y?)
= (X) N (X2Y)

zwei mogliche Primarzerlegungen vbmit den assoziierten PrimidealéX) und
(X, Y).

3 Zariski-Topologie und Varietaten

Definition 3.1 Wir bettenk in einenuniversellen Erweiterungskorper Q ein, d.h.Q ist
algebraisch abgeschlossen und die Erweite@pighat unendlichen Transzendenzgrad.
Es seiF C Q[Zy, ..., Z,] gegeben. Wir interessieren uns fur die Menge

F(F) = (a1, an) € Q" V€ F : f(a, ..., an) = 0}

der gemeinsamen Nullstellen allére F in Q". Wir bezeichnen eine solche Menge als
algebraischeoder(Zariski-)abgeschlossen®enge. Gilt sogaF C K[Z3, ..., Z,], SO spre-
chen wir auch von eingt-abgeschlossenellenge.

Definition 3.2 Diejenige Topologie auf)", in der die abgeschlossenen Mengen gera-
de die algebraischen Mengen sind, bezeichnet madaiski-Topologie. Den mit der
Zariski-Topologie versehendg® bezeichnen wir ala-dimensionalemffinen Raum A",

Die von derk-abgeschlossenen Mengen definierte Topologi€Bufei3tk-Topologie

Bemerkung 3.3 FUrF C K[Zy, ..., Z] gilt stets Z(F) = Z(F -K[Zy, ..., Z,]). Ferner ist fur
ein Ideall C K[Z, ..., Z,] stetsZ (1) = Z (V).

Fur Zarisiki-abgeschlossenen Mengen geniigt es alsok&akkale zu betrachten.

Definition 3.4 Es seip C K[Z, ..., Z,] ein Primideal. Dann bezeichnet ma#i(p) als k-
Varietat. Falls das vorp in Q[Z, ..., Z,] erzeugte ldeal ebenfalls prim ist, spricht man
kurz von derVarietat 2 (p). SindVund W (k-)Varietaten mitV c W, so nennt marv
eine(k-)Untervarietat vonW.
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Satz 3.5Es seiW C Q" eine k-abgeschlossene Menge. Dann existiekevarietaten
Vi, ...,V € Q" so dass sichlV schreiben lasst als

W:V]_U...UVr.

Fordert man nocW,; ¢ V; fur allei # |, so ist diese Darstellung eindeutig. Man spricht in
diesem Fall auch von dégirreduziblen Komponenten vonW.

Beweis: siehe etwa [Lang2002], IX, Thm. 2.2. [

Bemerkung 3.6 Um eine Zerlegung einer durch ein Idéalefinierten abgeschlossenen
Menge in irreduzible Komponenten durchzufiihren, kann sieh der Primarzerlegung
von| bedienen. Fur () radikaléentspricht die (algebraische) Darstellung

l=piN..Np
als Schnitt von Primidealen gerade der (geometrischenggieng
Z(1)=Z(p) V... U Z(pr).

Definition 3.7 Seip c K[Z3, ..., Z,] prim undV = Z(p) die durchp definiertek-Varietat.
Dann heif3t

dim(V) := transdedQuotK[Z,, ..., Zn] /p)/K)

die Dimensionvon V. SeienW C Q" k-abgeschlossen und,, ..., V; die k-irreduziblen
Komponenten voV. Dann definieren wir

dim(W) := mjax{dim(\/,-)}.

Diese Definition der Dimension Uber den Transzendenzgegtdie Anschauung zugrun-
de, dass transd€QuotK[Zi, ..., Z,]/p)/K) der Anzahl der,Freiheitsgrade” der Varietat
entspricht.

4 Grobner-Basen

Fur algorithmische Belange (d.h. Dekompositionen admsrer) benodtigen wir einige Grund-
lagen zu Grobner-Basen.

Notation Im Folgenden schreiben wir aueh:= (Xy, ..., X;) usw. .

Definition 4.1 SeiRein kommutativer Ring mit 1. Betrachte den Polynomi®jgs, ..., Z,].
Wir nennen jedes Potenzprodukt

n
[ ]2 mitv; e Ng
=1

einenTerm (in Z, ..., Z,). Die Menge der Terme sdi(Z, ..., Z,). Ein Produktat mit
a € RteT(Zy,...,2Z) heiBtMonom (in Zy, ..., Zy).
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Definition 4.2 Sei < eine Totalordnung auf(Z, ..., Z,). Dann heil3t< Termordnung,
falls gilt:

1. Furallete T(Z) gilt1 <.

2. Fur allety, tp, t3 € T(Z) impliziertt; < ty, dass auclyts < tot3 gilt.

Beispiel 4.3

e Die Gradfunktion irk[Z].

o Die lexikographische Ordnung Seient, := Z{*---Z;" t, := Z}*--- Z}" ausT(Z).
Dann istt, <ex t,, falls (v — u1, ..., va — un) = (0, ..., 0) oder falls der am weitesten
links stehende Eintrag, der0 ist, positiv ist.

e Die graduiert umgekehrt lexikographische Ordnung, kurz grevlex Hier ist
t, <greviex I, falls 3 i < 3 v; oder falls sowohp’ i = 3 vi und - sofern vorhanden

- der am weitesten rechts stehende Ein#&@in (v1 — ua, ..., vn — un) NEgativ ist.

Definition 4.4 Es seiR ein kommutativer Ring mit 1p = > oyt € R[Z]\{0} und< eine
teT(2)

Termordnung. Dann bezeichii¢p) := {t € T(Z) : o # 0} die Menge der Terme vop.
Der Leitterm von p bzgl. < ist

HT.(p) := m<axT(p).

Der Leitkoeffizient ist ayr_p und

HM.(p) := anr_p - HT<(P)

dasLeitmonom. Entsprechend schreibt man fur eine Meiygon Polynomen: HTi() =
{HT(p) : p e M\{0}} usw. .

Definition 4.5 Es seil C k[Z] ein Ideal,G ein endliches Erzeugendensystem vanit
0 ¢ G, sowie< eine Termordnung. Dann heiBGteineGrobner-Basisvon| bzgl. <, falls
fur jedesp € HT(l) einqg € HT(G) exisitiert mitq|p.

Definition 4.6 Es seienf,g, p € K[Z] mit f # 0, p # 0. Ferner sek eine Termordnung
undP C k[Z]. Dann sagen wir

e f reduziert zug modulop unter Elimination vort, kurz f — g[t], falls t € T(f),
p

HT(p)ltundg = f — H[l\Z/lI.(tp) - p fur einen Kodfizientena; von f.

e f reduziert zy modulop, kurz f — g, falls eint € T(f) mit f — g[t] existiert.
p p

e f reduziert zuyy moduloP, kurz f =9 falls einp € P existiert mitf — g.
p



4 Grobner-Basen 9

e f istreduzierbar modulop (bzw. P), falls ein Polynonmh € k[Z] mit f — h (bzw.
p
f 2 h) existiert.

e f ist top-reduzierbar modulo p (bzw. P), falls ein Polynomh € k[Z] mit f —
p
h[HT(f)] (bzw. f r h[HT(f)]) existiert.

»Reduktionsketten® der Forrh 2T 2 kiirzt man auch durch —;} g ab.

Definition 4.7 Seienf, g € K[Z], P € k[Z] und < eine Termordnung. Dann igtin Nor-
malform moduloP, falls f nicht reduzierbar ist modulB undg heif3t eine Normalform

von f moduloP, kurzg = norm(f, P), falls g in Normalform moduldP ist und f —;;> g.

Definition 4.8 Es seiG eine Grobner-Basis des ldedls k[Z] bzgl. einer Termordnung
<. Dann heil3iG reduzierte Grobner-Basisvon | bzgl. <, falls alle Polynomey € G
normiert und in Normalform bzg(G\{g} sind.

Satz 4.9 Fur jedes Ideal C k[Z] und eine fest gewahlte Termordnuggexistiert genau
eine reduzierte Grobner-Basis vbn

Satz 4.101Ist G eine Grobner-Basis bzgk, so besitzt jedes Polynomp € k[Z] eine
eindeutige Normalform modul@. Insbesondere gilt:

norm(p,G) =0 < pe(G).

norm(p, G) liefert also eine Moglichkeit, auf Enthaltensein im lléau testen, und einen
Nebenklassenvertreter fur jede Nebenklgsse in k[Z]/1 zu bestimmen.

Definition 4.11 Es seiG eine Grobner-Basis des Idedls k[Z] bzgl. <. Dann heil3G
minimal, wenn jedeg € G normiert und nicht top-reduzierbar moduky{g} ist.

Bemerkung 4.12 Grobner-Basen kdonneritektiv berechnet werden, etwa durch dé
gorithmus von Buchbergdsiehe etwa [BW1993, Eisen1995, Stein2000]). Sie erlauben
die Beantwortung zahlreicher algorithmischer Fragen deglen ink[Z], z.B.

e entscheide fuf € k[Z]und! c k[Z], ob f € VI ist oder nicht.
e bestimme den Schnitt von Idealen.

e bestimme die Dimension eines Ideals.

o furl CK[Zy, ..., Z,] bestimmel NK[Z;, ..., Z,] fur j =1,....n.

Satz 4.13 (Eliminationstheorem)

EsselG C k[Z,, ..., Z,] eine Grobner-Basis bzgl. der lexikographischen Ordnuggd.h.
Zy > 2Z, > ...>Z,). Dannistfun = 1, ..., ndie MengeGNK[Z, ..., Z,] eine Grobner-Basis
von(G) Nnk[Z, ..., Z,].
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Definition 4.14 Es seil C K[Zy,...,Z,] ein Ideal undi € {0, ...,n — 1}. Dann heif3t N
K[Z1, ..., Z,] dasi-te Eliminationsideal von .

Satz 4.13 besagt, dass eine Grobner-Basis bkzgl.eine ,Dreiecksform®, ahnlich der
Treppenform beim GaulR3-Algorithmus, besitzt. Damit kdmh&ésungen fir die einzelnen
Unbekannten ausgehend von der bzgl, kleinsten Variablen nacheinander bestimmt
werden (vgl. Beispiel A.57 in [Stein2000]).

Dies kann man noch etwas allgemeiner fassen:

Definition 4.15 Es sei< eine Termordnung auf(Zy, ..., Z,) undi € {1,...,n— 1}. Dann
heil3t< vomi-Eliminationstyp, wenn jeder Term, in dem eine der Unbestimn#en.., Z
vorkommt, grof3er ist als jeder TermTZi, 1, ..., Zy).

Satz 4.161sti € {1,...,n— 1} und G eine Grobner-Basis voh C K[Z,, ..., Z,] bzgl. ei-
ner Termordnung vom i-Eliminationstyp, so isG N k[Z;,1, ..., Z,] eine Basis desten
Eliminationsideals vor.

Beispiel 4.17 Termordnung voni-Eliminationstyp:
Essei 1<i < nund fur allet, = Z{* --- Z5", t, = Z}* - - - Z3" setzen wir

i i
t}l S|.el|m tV =1 Z/h < ZV| Oder, fa”S,,:“ gilt, tﬂ Sgrevlex tV .
= =

Damit ist<eim €ine Termordnung vomEliminationstyp aufl(Zy, ..., Z,).

Satz 4.18Es gibt unendlich viele Zahlem e N und eind > 0 (etwad = 5), so dass fur
jedes solcha eine vonn linear abhangige Anzahl von Binomen ..., g, mit degg;) < d
und eine positive Konstantex~ 0, 5 existieren, so dass gilt:

1. Jede Grobner-Basis V@i, ..., g,,) enthalt ein Polynom vom Totalgrag 2%

2. Fir jede Grobner-Bas@ von (gu, ..., g, gilt: |G| > 2%,

Glucklicherweise tritt diese doppelt exponentielle \&tén bei realen Problemeffast
nie* auf. Weitere Aufwandsbetrachtungen fur Grobnes@afindet man bei [vzGG2003].
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Teil 1l

Sequentielle Dekomposition

5 Motivation und Grundlagen

Wir betrachten Systeme der Form

fl(Al’ seey Am, X17 (233} xn) = O

fl(Al’ seey Am, Xl, eeey Xn) = O’

wobei die Ay Parametern entsprechen, die als Eingabe vorgegeben wendedie X;

in Abhangigkeit von dem; zu bestimmen sind; die Losungsmenge ist also die Menge

Z ((fy, ..., fi)) der gemeinsamen Nullstellen vdy) ..., f. Dabeiist(fy, ..., fi)) € K[Aq, ..., Am, X1, ..., Xi]
(E Uberk als prim vorausgesetzt (ansonsten kdnnten wir in einetarekgereinfachungs-

schritt Z'((f4, ..., f;)) in seine irreduziblen Komponenten zerlegen und diese hiraiig
voneinander betrachten, da jede Komponente durch eind®ahbeschrieben wird, siehe
Bemerkung 3.6).

Es ist das Prinzip desequentiellen Dekompositipein solches Gleichungssystem in
nacheinander zu losende, einfachere Teilprobleme zegenl Im Folgenden soll dafur
eine prazise Definition gefunden werden.

Definition 5.1 Es seienA € AMund X C A" zwei k-Varietaten undR € A x X eine
k-Untervarietat. Dann heilR eine k-Korrespondenz zwischenA und X, schreibe daftr
R:A— X.lIst(ag,...,am &1, ..., &) € R, SO sagen wird, ..., ay) € Akorrespondiert mit
(é1, ..., &n) € XunterR.

Wir interessieren uns in dieser Sprechweise fur die zuagebenem korrespondieren-
den Wertef unter der durchify, ..., f;) definiertenk-Korrespondenz.

Sei nunp ein Primideal ink[ A, X]. Wir wollen ausdriicken, dass eine Dekomposition fur
alle ,generischen” Punktex( &) € 2 (p) eine Vereinfachung erlaubt.

Definition 5.2 Fur ein Primideab c k[ A, X] bezeichneg; bzw. x; das Bild vonA; bzw.
X; unter dem kanonischen Homomorphismus

K[A, X] = K[A, X]/p < Quotk[A, X]/p) = k(a, X).
Dann heil3t & x) generischer Punktvon Z(p).

Den generischen Punkt kann man sich @shablone* fur die Losungen eines Glei-
chungssystems vorstellen. Er erfullt gerade sovieleafgeche Eigenschaften, wie notig
sind, um eine gemeinsame Nullstelle aller Polynomerezis sein.
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6 Zwischenkdrper und Dekomposition

Intuitiv wirde man,,Dekomposition” vonp bzw. der zugehorige Korresponde#Z(p)
charakterisieren tiber einen Zwischenkorper ka x) undk(a), wobei @, x) ein gene-
rischer Punkt vore’(p) ist. Ein Problem bei diesem Ansatz besteht darin, dassruderi
Regel nicht alle Elemente vdn,kostenfrei* zur Verfugung stehen. Der naheliegende An-
satz,k durch den Korpek, zu ersetzen, der von den Kéeienten der gegebenen Basis
von p Uber dem Primkorper erzeugt wird, ist ebenfalls unbdfgend, da man von der
Basis abhangig ist. Es hat auch keinen Sinn, vom kleinstepét zu sprechen, tiber dem
eine Varietat definiert werden kann, wie das anschlieR8edspiel 6.1 zeigt.

Beispiel 6.1 {x} mit x € [F(X) transzendent Ubéf,. Es ist

X =ZZ-X)=22Z2-x) =22 - =..=22% -x2) = ...
fur alle j € Ny, und wir haben gleichzeitig die folgende absteigende Kette

Fa(X) D Fo(x3) O ... 5 Fo(x%) > ...

Wir verwenden deshalb fur den Korperin der Dekompositionsdefinition dgminima-
len Definitionskorper”:
Definition 6.2 Es seil C K[Z, ..., Z,] ein Ideal. Dann enthalt die Menge
{k c k : k Teilkdrper vonk und es gibt eine Basis vdnderen samtliche Kd&zienten ink liegen

einen kleinsten Korpek,, der in allen anderek enthalten ist. Wir nennek denmini-
malen Definitionskorper von|.

Die Existenz vork, kann etwa tber die Berechnung einer reduzierten GroBasis ge-
zeigt werden.

Definition 6.3 Es seik(y, ..., yn)/Kk eine endlich erzeugte Korpererweiterung und

ssssss

ideal von (ys, ..., yn)-

Definition 6.4 Es seierR : A — X einek-Korrespondenz mit zugehorigem Primideal
p c K[A, X], d.h.R= Z(p), sowie @, x) ein generischer Punkt vdRuberk, undr € N.
Eine sequentielle Dekompositiorder Stelligkeitr von Rbzw. p = Bax i, - KLA, X] ist
ein Paar

(B k@ Bapio(a) S Ko(@ w)[X] x ky(@)[W],

mitw = (wy, ..., wy), S0 das,(a) € ky(a, w) € k,(a, x) gilt.



6 Zwischenkorper und Dekomposition 13

Beispiel 6.5 Betrachtep = (X* — A) ¢ Q(V-1)[A, X]. Es istQ(V-1), = Q. Die zu-
gehorige Korperkette fur festés= a sieht so aus:
Q@) € Qa X*) € Q(a X) = QUOt@[A, X]/p).

Dies fuhrt zu der Dekomposition
(O = w), (W2 - &) € Qw, )[X] x Q)[W].
Dabei istw := x2.

Beispiel 6.6 Wir wollen X2 — X2 — A? = 0 filr vorgegebeneA = alésen. Die zugehorige
Korpererweiterung ist

Q(a X1, X2) = QUOL[A, X1, Xo] /(X2 — X2 — A%)) > ©)(a).

Die naheliegende Strategie ist zunachst, eyvéestzulegen und anschliel3eKg zu be-
rechnen. In,Korpersicht*:

Q@) ¢ Q& x1) € Q@ X1, X2).

Die zugehorige Dekomposition besteht aus den Idealen
(0) € QE[X1] und (x; - X3 - a%) < Q(a, x)[X2].

Eine solche Dekomposition, d{@) enthalt, heil3entartet. Das Problem ist hier darin zu
sehen, dass ein Ub&y(a) rein transzendenter Korper vorkommt, der keine algsiohe
Vereinfachung bietet. Eine bessere Losungsstrategiefolgende gewesen: Lede+ X,
o . . 2

fest. Auf Korperseite gilt danm — x; = (2, daa? = X2 — x2.

Q@) € Q@ X1+ X2) = Q@ X1, X2).
Auch hier taucht eine transzendente Erweiterung auf, abéstenur noch eine lineare
Gleichung zu losen.

Um die Idee, dasggleiche Korper gleiche Vereinfachung bieten” zu préaisn, definie-
ren wir den nachfolgendehquivalenzbegifi 6.7.

Definition 6.7 Sei R eine durchp c k[A, X] definierte k-Korrespondenz. Ferner sei-

von R bzw. p. Wir nennen diese Dekompositionaquivalent, fallsr = sundk,(a, w) =
ky(a,v).

Somit entspricht die Menge desstelligen Dekompositionen vdR bzw. p moduloAqui-
valenz genau der Menge der Zwischenkorper der Erweitety(agx)/k,(a) mit r-elementigem
Erzeugendensystem.

Lemma 6.8 Ist k,(a, X)/k,(a) endlich und einfach (etwa wenn chiaf\ = 0 und die Er-
weiterung endlich ist), so existieren fir festesiur endlich viele nicht aquivalente
stellige Dekompositionen.

Beweis: benutze den Satz vom primitiven Element, [Lang2002], WnTH.6. |

Die Forderung nacheinfach* kann nicht weggelassen werden, wie das folgendspi
6.9 zeigt:
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Beispiel 6.9 F,(X, y)/F2(X?, y?) ist endlich vom Grad 4 und besitzt unendlich viele Zwi-
schenkorper mit einem Erzeuger: Als Erzeuger konnen &tender Fornx*™! + y gewahlt
werden (hingegen wilrde etw&'! als Erzeuger fir jedasden gleichen Korper liefern).

7 Berechnung von sequentiellen Dekompositionen

Zur Berechnung einer sequentiellen Dekomposition sindTdiéschritte erforderlich.

1. Bestimmung des minimalen Definitionskorpkys
Dies kann leicht Uiber die Berechnung einer reduzierteob@ei-Basis vom erfol-
gen. Die Kodfizienten der in der Basis enthaltenen Polynome sind die Bezawwn
k, Uber dem zugehorigen Primkorper.

2. Finden eines (echten) Zwischenkorper®, w) vonk,(a, x)/k,(a).
Im Falle einerendlich-algebraischen und separablen Erweiterkgagn man mit
Hilfe der Primarzerlegung Zwischenkorper algorithrhigzestimmen, wie wir in
Kapitel 11 sehen werden. Fiiein inseparable Erweiterungést dies wesentlich
schwieriger (wir werden diesen Fall nicht betrachten). mtid~einertranszenden-
ten Erweiterungentspricht das Hinzunehmen algebraisch unabhangigenedtie
dem Festlegen freier Parameter. Daher interessieren winuwtiesem Fall fur die-
jenigen Zwischenkorper, die eine Transzendenzbasis meziterung enthalten. In
Kapitel 9 werden wie sehen, wie wir bei gegebenem Relatioleaheine Transzen-
denzbasis und den Transzendenzgrad bestimmen konneep&rabel algebraische
Erweiterungen besonders angenehme Eigenschaften habes,wiinschenswert,
die Erzeuger des Zischenkorpers so zu wahlen, dass daeseparierendérans-
zendenzbasis vdk(a, X)/k(a) enthalten ist.

3. Berechnung der Kompositionsfaktor8i,a Und*® k. (aw)-
Da zur Bestimmung VOB )k, (a) UNd*B )k, aw) die selben Methoden angewendet
werden kdonnen, sprechen wir im Folgenden allgemeiner wemeRelationenideal
Pk IN Kapitel 8 werden wir sehen, wie fir einen gegebenen Zaakorper
k(g) der Erweiterungk(x)/k das Relationenideal bestimmt werden kann, und wie
wir umgekehrt aus dem bekannten Relationenideal die Eezeutmk(g) erhalten.

Es sei noch angemerkt, dass es je nach Vorgehen sein kamsnzuast die Erzeuger
w(Xx) des Zwischenkorpers bekannt sind, aus denen 8gf)i, ;) ermittelt werden kann
(z.B. wenn man bei transzendente Erweiterungen freie Marmeestlegt), oder, dass man
die Erzeuger eines ldealy,) ) kennt, aus deren Kdéiézienten man die Erzeugerdes
Zwischenkorpers ablesen kann (z.B. wenn man Zwischg@ekidrber die Primarzerlegung
ermittelt).

Desweiteren werden wir in Kapitel 10 sehen, wie man MiniroBlpome bestimmt, die
ein nutzliches Hilfsmittel beim Rechnen mit algebraistBeweiterungen darstellen. Man
kann damit etwa auf Separabilitat testen, algebraisclhe&bestimmen, Inverse berech-
nen oder auf Enthaltensein in einem Ideal testen.
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In Kapitel 12 sehen wir, wie man ggf. besonders gunstigusetlende Erzeuger bestim-
men kann, mit deren Hilfe einige der Algorithmen aus den esrd&apiteln wesentlich
einfacher durchzufuihren sind.

Schlief3lich wird in Kapitel 13 noch eine alternative Vorgakweise fur die Losung eini-
ger der hier betrachteten Probleme mit sogenanfgnVariablervorgestellt.

Zusammenfassend gehen wir bei der Losung eines polynem@keichungssystems durch
sequentielle Dekomposition nach folgendem Schema vor:

gegebenPGS (B(x)/k(a)

generischer Punkg(x) k(a, X) = Quotk[ A, X]/p)
gesucht:x = (X, ..., Xn) ;

. lose nachx

- Grobner findew = w(x) (z.B. wie in Kapitel 11)
' I Kapitel 8
Losung bestimme}
w)/kK
X = (Xg, ooy Xn) /@)
A
l6se nachx
Grobner
Y
gegeberPGS gB(x)/k(a,w) l6se nachw gegeberPGS gB(w)/k(a)
gesucht:x = (X, ..., Xn) = Grobner gesuchtw = (wy, ..., wy)

Dieses Vorgehen bietet den Vorteil, dass die Dekomposiiiojgenerischen Problemin-
stanzen” gultig bleibt (also unabhangig von den fur diedheterdy, ..., A, festgelegten
Wertenay, ..., ay).
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Teil 111

Rechnen mit Korpererweiterungen

8 Erzeuger fur das Relationenideal

Wir haben folgende Ausgangssituation: Gegeben ist einkcbnelzeugte Korpererwei-
terungk(xy, ..., X») mit bekannten Relationeli ). Ferner ist ein Teilkorpek(gs, ..., gr)
gegeben, wobei dig als rationale Funktionen (d.h. Briiche) in dgrgegeben sind.

Um Aussagen uber die Erweiteruk()x)/k(g) zu erhalten, wollen wir die Erzeuger des
Relationenideal$ )1 < k(g)[Z] bestimmen.

Ein nitzliches Hilfsmittel ist daErweiterungsideal

glg((ax)/k(g) = sl3(><)/k(g) -k(g)[Zs, ..., Zn]‘B(x)/k(y)'

Dabei bezeichnek(g)[Z1, ..., Zn]p ., di€ Lokalisierung vork(g)[Zy, ..., Z,] nach dem
multiplikativen Teilmonoidk(g)[Zs, ..., Zn] \"T (x)/k(g), d.h. wir erweiternp ) um Briiche
mit Nennern au&(g)[ Z]\P (x)/k()-

Proposition 8.1 Es seiery(2), ...,9:(Z) € k(Z) beliebige Darstellungen der Erzeuger
g1, -...gr € K(X) in denxq, ..., X,. Man erhalt als@; = gij(x) durch Einsetzen vor in Z.
Dann gilt tberk(g)[Zy, ..., Zn] 9 -

Boke = 91(Z) = g1(X)s -, gr (Z) = ge (X)) + (P ow0)-

Bewers: ,2“: Offensichtlich gilt scho/®P k) € *B‘(*X)/k(g).
Seigi(Z) = 3& mitn; € K[Z], di € K[Z]\$ /xq)- Dann gilt

61(2) - gi(X) = le) (0/(2) - 6 ()(2)).

€B(x)/k(g)

»C": Schreibe abkirzent:= (g1(Z) — g1(X), ..., g/ (Z) = g: (X)) + (Bok)-

Wéhle% € Blo/ke) mit n(Z) € k(g)[Z] und d(Z) € k(g)[Z]\ x)kq)- Dann existiert ein
geeignetes € k[g] und einfi(Z) € k[g][Z] mit n = o 'A. Dal unter Multiplikation mit
ot abgeschlossen ist, geniigt es zu zeigen, E&se | gilt, um X2 € | zu erhalten: Es

e . d@@)
ist fur geeignetey,,, € k:

A(Z) = A(g(x). Z)

= > | |2 [ai0”

yelN(”),velNB i=1 j=1

= Zaﬂ,y Z”g(X)V.
JTR%
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Nach Annahme ish(g(x),x) = 0 € k(x). Ersetzen wir jedes; durchZ, so erhalten
wir (wegen Isomorphief(g(Z), Z) = 0 € Quotk[Z]/PB k), d.h. es gibt ein geeignetes
P € By - KIZ]sp Mit p = f(g(Z), Z). Damit gilt dann:

p=(g(2),2) = ) s 2"9(2)"
ny
= > 2] 9i(2)"
J7h% j
= > 2" [(gi(x) + (9(2) - 4;()))”
ny j
und Ausmultiplizieren fuhrt auf

a2t 1gix) + > algi(2) - gi(x) - p=0
ny i

=f(g(x).2) el
mit geeignetery € K[g(x),g(Z), Z]. Damit ist wie gewlinsch(Z) € I. ]
Unser Ziel ist es, Erzeuger il k) zu bestimmen.
Definition 8.2 Seil C k[Z] ein Ideal undf € k[Z]. Die Saturierung von| bzgl. f ist

| : ¥ ={gekZ]: JueN: flgel}.

Die Saturierung berechnet man, indem man eine Unbekanhitgzunimmt und dani
inl-Kk[A, Z] +af — 1) eliminiert.

Beispiel 8.3

e Istf el ,soistl : f*=R

e Istp c Rein Primideal undf € R\p, soistp : f* = p.

Beispiel 8.4 Eine geometrische Interpretation der Saturierung: E$ seiR[X, Y] und
Z (1) sei die Vereinigung des Einheitskreises mit der Ursprgagsden. Sef = X - Y.
Durch die Saturieruny: f* erhalt man den Einheitskre#'(l : <) = Z((X?+Y?2-1)).

AR )Y

(A e N
) NIVA
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Proposition 8.5 Es seiengy(2), ..., gr(Z) wie in Proposition 8.1 und; = % mit n; €
K[Z], di € KIZ]\ B furi=1,...,r. Dann ist

Pk = (M(Z) = g2(X)d1(Z), ..., N (Z) = g (X)d (Z)) + (B i) [l_ldi(z)) .
i—1
Beweis: Schreibe
J = ((M(Z) = g2(X)da(X), ..., 0 (Z) = g, (X)d (X)) + (PBpow)) - [l_ldi(z)] -
i—1

=2 Wegenn;i(X) — gi(x)di(x) = 0 genugt jedep € J fur einu € N der Gleichung

[]‘[di(x)] p(x) =0,

| —
#0

also istp(x) = 0 und damitp € P (x)/k(y)-

»C': Sein(Z) € Pk ES gibte, A(Z) wie im Beweis von Proposition 8.1, so dass
n(Z) = o f(Z) gilt und es gentigin € J zu zeigen. Wie im Beweis von Proposition 8.1
erhalt man

A(Z) + > a((2) - 9;09) = P € By KIZ g

mit geeigneteray, € K[g(x),g(Z), Z]. Multiplikation mit einer geeigneten Poteng](d;)*
ergibt

[ Jora@) + > ami(2) - g/0di(2)) = B & Boose KZ

Auf der linken Seite steht ein Polynom, folglich ist augleiii Polynom. Setzt max fur
Z; ein, so ist die linke Seite gleich 0 und damit ayafx) ™= 0. Also istp € Pk und
damit isti(Z) € J. ]

In Proposition 8.5 haben wir gesehen, wie man aus gegebeirpeterzeugerg das Re-
lationenideal bestimmen kann. Proposition 8.6 liefertigesarmafien digUmkehrung®
dazu, namlich, wie man aus einem gegebenem Relationédiédarzeuger des zugehori-
gen Erweiterungskorpers bestimmen kann.

Proposition 8.6 Sei P eine Menge von Erzeugern vahy) g Undk’ derjenige Korper,
der durch Adjunktion der Kd&zienten vorP zuk entsteht. Dann i’ = k(g).

Bewers: ,C": Ist klar nach Definition vonB k).

»2": Skizze: Wahle eine endliche Teilmeng® c P aus, die ), erzeugt. Berech-
nen wir mit Buchbergers Algorithmus eine Grobner-Basis (), so enthalt diese nach
Konstruktion des Algorithmus nur Kdéiézienten au’. Sein nuryg(x) = g(—g € k(g) belie-
big mitn(Z), d(Z) € K[Z]\*®B - Nun nehmen wir ein neues transzenoientes Elemeat
k’ hinzu und bilden die Normalform vom(Z) — 2d(Z) modulo der berechneten Grobner-
Basis. Man Uberprift leicht, dass diese Normalform lineat ist und bei Substitution
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A — ¢g(X) verschwindet. Die Normalform se(Z) — Ab(Z) mit a(Z),b(Z) € K[Z]. &
durfen wirb(Z) # 0 voraussetzen und erhalten
a(Z)

a(Z) —g(x)b(Z) =0 bzw. g¢(x) = bZ)’

d.h.g(x) e K. ]

Um eine, kanonische" Erzeugermenge vkfy) Uberk zu erhalten, die unabhangig von
einer Termordnung ist, kann man ausnutzen, dggs,) nur endlich viele verschiedene
reduzierte Grobner-Basen hat: Verwende die Vereinig@ndlddiizienten aller reduzier-
ten Grobner-Basen.

9 Berechnung von (separierenden) Transzendenzbasen

Wie bereits erwahnt entspricht das Hinzunehmen algetiraisabhangiger Elemente dem
festlegen freier Parameter. Ist (etwa aus PropositionedrbRelationenideal k) be-
kannt, so ware es aufgrund der angenehmen algebraiscgendehaften von separabel
algebraischen Erweiterungen wiinschenswert, wenn wer g@parierende Transzendenz-
basis vork(x)/k(g) bestimmen konnten.

Gesucht sind transddd)/k(g)) und eine (separierende) Transzendenzbasis.

Kennt man eine Grobner-Basis Vi) i(s), SO kann eine Transzendenzbasis kot)/k(g)
wie folgt berechnet werden:

Algorithmus 9.1 Berechnung einer Transzendenzbasis

Eingabe: Grobner-Bas(s von B )« S K(@)[Z1, ..., Zn).
Ausgabe: TranszendenzbaBison k(x)/k(g) (und somit transdeg(x)/k(g)) = |B]).

B:=0

forie{l, .. n}
if HTG)NT({Z;: x; e BU{X}}) =0
then B := BU {x;}

return B

Insbesondere erhalten wir so auch eine Moglichkeit, narHiife des Relationenideals
B x/ke) ZU Uberprifen, ob die Erweiteruk@x)/k(g) algebraisch ist (namlich wenn transdgw)/k(g)) =
0 ist) oder nicht.

Beispiel 9.2 Seienxy, X,, X3 algebraisch unabhangig UkEg und

2 2.2 2
2 Xo o XPG XD+ G+ XX
(gl? g2, g3) t X]_ + X2, > .
X3 X2 X3
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Verwendet man eine umgekehrt lexikographische OrdnumgZd.> Z, > Z3, so erhalt
man folgende reduzierte Grobner-Basis QR r,():

X X
G=AZ2+2Z3+ X%+ %o, Zo+—2Za).
X3 X3

Dann ist HTG) = {Z2,Z,}. Der obige Algorithmus 9.1 lieferB = {xs}, d.h. es ist
transdegl4(x)/F4(g)) = 1 (und damit transdefj(g)/IF4) = 2, vgl. Proposition 1.13).

Satz 9.3 Es seik(xy, ..., X,)/k eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Ihr Transzen-
denzgrad set. Ferner seiP C K[Z,,..., Z\]y, €in endliches Erzeugendensystem fur
PBlosk € KZ]wy,- Dann sind aquivalent:

1. k(x)/k ist separabel erzeugt.

2. Der Rang der Matrix

istn—t.

Ist k(x)/k nicht separabel erzeugt, so ist der Rang Mbkleiner alsn — t.

Folgerung 9.4 Die Matrix M aus Satz 9.3 sei vom Ramg- m. Weiterhin seier®” C P
undL’ C {1,...,n} mit |P’| = |L’| = n— mso gewahlt, dass

det(@(x) #0

07, )peP’,ieL’

ist. Dann bilden, soferk(x)/k separabel erzeugt ist, dig, j ¢ L’, eine separierende
Transzendenzbasis vé(x)/k.

Beispiel 9.5 (Fortsetzung von Beispiel 9.2) Es ergibt sjcturch Ablesen* (vgl. Proposi-

tion 8.1) folgende Basis fUB(,, ., .
Z> X2
ZZ4+Z2+ X+ Xy, =+ —,
1 2 1 2 23 X3
2122+ 22722+ 25 + 7,75 .\ XIX5 + X5X5 + 3G + X5
2223 X2 X3
(beachte, dass wegen cHa) = 2 gilt ,,+ = —).
Das ergibt folgende Matrix:
0 1 0
1 X;
M=19 % . .
0 WEPiEng  XGHEGHGHeE
XaX3 X5X3

Der Rang dieser Matrixist2 3—1=n-t.

Da die Erweiterund'4(x)/F4(g9) vom Transzendenzgrdd= 1 ist, folgt, dass die Erwei-
terung separabel erzeugt ist. Die separierende Transzamass ist durclix;} gegeben.
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Bemerkung 9.6 Nimmt man zuk(g) ein neues Elementhinzu, so kann man nun leicht
prufen, oby algebraisch Ubék(g) ist. Dies ist namlich genau dann der Fall, wenn

transded{(x)/k(g)) = transded{(x)/k(g, v))
gilt.

10 Rechnen mit algebraischen Erweiterungen

Lemma 10.1 Es seik(x)/k(g) eine algebraische Erweiterung u@deine Grobner-Basis
(bzgl. einer beliebigen Termordnung) vai, ). Dann ist

[K(X) : k(g)] = {t € T(Zy,...,Zn) : YS€ HT(G) : sjt}l.

Insbesondere gilt fup,, ..., p, € G Mit HT(p;) = Z" die Abschatzung

n

[k(x) : k@) < | [»

i=1

Wir betrachten nun mit derwinimalpolynomein wichtiges Hilfsmittel:

Bemerkung 10.2 Ist ky/k; eine Korpererweiterung ung € k, algebraisch tbek;, so
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynonmklen Gradesn € k;[Z] mit
m(Xx) = 0. mist prim und somit irreduzibel. Man nenmtdasMinimalpolynom von x.

Bemerkung 10.3 Es ist degf) = [ki(X) : kq]. Ist insbesonderk, = ki(Xq, ..., X,) undm
das Minimalpolynom vorx;, so gilt

ke : ko] = | [ degm).
i=1

Man kann also den Grad einer algebraischen Erweiterungnirasin, wenn man bereits
die Minimalpolynome kennt.

Sei nun ein Element € k(x) gegeben, welches algebraisch k) liegt. Wir interes-
sieren uns dafur, wie man das Minimalpolynom viohestimmen kann.
Hierzu werden wir folgende einfache Beobachtung ausnutzen

Bemerkung 10.4 Es seienA, ..., Al neue formale (d.h. transzendente) Parameter Uber
k(g), a1, ..., a € k(g) undG eine Grobner-Basis voiG) C k(g)[Z]. Ferner seielpy, ..., ps €
k(g)[Z] sowie hy, ..., hs € k(g)[A]. Dann liefert die Spezialisierung; — «; in der Nor-

S

malform von Y h;(A)pi(Z) moduloG gerade die Normalform voi hi(a)pi(Z) modulo
i=1 i=1
G.

Diese Bemerkung besagt im Prinzip, dass die OperatipBétden der Normalform® und
»Einsetzen" kommutieren.
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Sei nun eine Korpererweiteruridx)/k(g) gegeben, sowid (x) algebraisch tbek(g).
Gesucht ist das Minimalpolynom(Y) von f. Es sei

a-1
m(Y) = Y* + Z/liYi e k(g)[Y].
i=0

Fur f = 52 ist wegenm(f) = 0 insbesondere
n(Zl’ = n(Z]_, e
(d(Zl,... ) Zol (d(zl,.. ) € Bo/ke)-

Aquivalent dazu kénnen wir fordern:

d(z)” - ((Sg;) + Zﬂ (Zg;)) € B/k)

(wir kdnnen bej,hinreichend gekurzter Darstellung véhvon d(Z) ¢ B x) k) ausgehen).

Ob die letztgenannte Bedingung erfillt ist, konnen wirattueinfache Normalformbil-
dung modulo einer Grobner-Basis v, k) Verifizieren. Finden wir irgendwelche Ko-
effizientent;, die dieser Bedingung geniigen, so sind digs®twendigerweise die Koef-
fizienten des Minimalpolynoms voh= % (da das Minimalpolynom eindeutig bestimmt
ist).

Da der Gradr a priori nicht bekannt ist, kbnnen wir wie folgt vorgehem das Minimal-
polynom zu finden:

Algorithmus 10.5 Bestimmung des Minimalpolynoms

Fuhre furg = 1, 2, ... folgende Schritte aus:

1. Einfuhrung neuer (algebraisch unabhangiger) PagmgtA, ..., As_1 Uberk(x).

2. Berechnung der Normalforid(Z) € k(g)[ A][Z] von

@ (53] + 5 ()

modulo einer Grobner-Basid von P ) «,). Die Normalform ist linear in de;, da
diese in der Grobner-Basis nicht vorkommen. Bei diesee@atung werden di&;
wie Konstanten behandelt.

3. Zu jedem Ternt von N(Z) gehort ein Koéizientc, = ¢(A). Da fur das Minimal-
polynomm gelten mussn(f) = 0, setzen wir alle(A) simultan= 0 und erhalten
so ein lineares Gleichungssystem mit den Unbestimmgen, A;_;. Sobald dieses
LGS losbar ist, ist das Minimalpolynom gefunden und egista.
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Bemerkung 10.6 Ist fur den Grad des Minimalpolynoms eine obere Schrankarna,
so konnen wir stattHochzahlen* vorg in Algorithmus 10.5 eine binare Suche verwen-
den: Ist das LGS unldsbar, so Bizu klein. Ist das LGS mehrdeutig losbar, sodstu
grof3.

Bemerkung 10.7 Fur den Fall, dasg, ..., X, algebraisch unabhangig sind, gilt:

[kig)(F) : k(g)] < | | deg@i(¥)).
i=1

=

wobei deggi(x)) als Maximum der Totalgrade von Zahler und Nenner (gefjidefiniert
ist.

Bemerkung 10.8 Anwendungen des Minimalpolynoms.

¢ Mit Hilfe des Minimalpolynoms kann man eine Korpererweiteg auf Separabi-
litat testen, vgl. Abschnitt 2.3 in [Stein2000].

e In der Situation von Algorithmus 10.5 kann man Uber die Bestung des Mini-
malpolynoms auch testen, dbe k(x) bereits ink(g) enthalten ist,(Membership
Test"). Dies ist namlich genau dann der Fall, welnein lineares Minimalpolynom
hat, also wenn der Algorithmus bei= 1 abbricht. Man kann dies aber auch direkt

testen:
n(x) normn(Z),G)

f(X) = m € k(g) W = f(X)

Auf diese Weise erhalt man eine Darstellung Voiberk(g), siehe Kapitel 13.

¢ Das Minimalpolynomm von x ermoglicht die Berechnung vaxr! in k(X). Es ist
namlich

m(x) = za:a,-xi —0oa = —iaixi
0 =

RV N R
el=xxt= Zaox'

a
i=1 L

unday # 0, da das irreduzible Minimalpolynom nicht O als Nullstdikben kann.

11 Zwischenlorper

Definition 11.1 Falls die Minimalpolynome der Erzeugsgy, ..., X, Uberk(x) alle in Li-
nearfaktoren zerfallen und nur einfache Nullstellen habenstk(x)/k(g) galoissch Wir
bezeichnen die Gruppe der Automorphismen %x), die k(g) fix lassen, alsGalois-

Gruppe Gal(k(x)/k(g)).
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Satz 11.21stk(x)/k(g) galoissch, so gilt:

Pone KZ1= || @-o0a), .. Zo— o).
oeGalk(x)/k(g))

Insbesondere gilt folgende Charakterisierung:
Sindpy, ..., p| die assoziierten Primideale vahy k) - K(X)[Z] und Gy, ..., G, die zugehori-
gen reduzierten Grobner-Basen, dann ist

{Gl’ () G|} = { {Zl - O-(Xl)’ ey Zn - O'(Xn)} .0 € Gal(k(X)/k(g)) }

Die Zwischenkorper vork(x)/k(g) entsprechen den Untergruppen der Galois-Gruppe

Gal(k(x)/k(g))-

Beispiel 11.3 Betrachtel)( V2, V3)/Q, d.h.k = Q, k(g) = Q (d.h.g = 1) undk(xy, X2) =
Q(V2, V3). Esist
By =& -22-3).

Mit einem Computeralgebrasystem etwa erhalten wir die &erlegung

PBvzvayo  KV2 V3)Z1. Zo) = (Z - V2,2, - V3)N(Zi - V2,2, + V3)
N{(Zy+ V2,2, - 3y N (Zy + V2,2, + V3).

Esist GalQ( V2, V3)/Q) = Z/27 x 7./ 2.

Auch fur nicht galoissche Erweiterungen kann man mit Hikke Primarzerlegung gewisse
Zwischenkorper charakterisieren. Der folgende Satz lidfert eine Moglichkeit, fur eine

separabel algebraische Korpererweiterung Zwischgrgttru finden, nachdem man die
Primarzerlegung des Relationenidedig) ) - k(X)[Z] berechnet hat. Dies ist besonders
fur Charakteristik O von Interesse, da in diesem Fall jedgi€rerweiterung separabel ist.

Um zu testen, ob eine Erweiterung algebraisch und sepastbehnn man die Verfahren
aus den Kapiteln 9 und 10 verwenden.

Satz 11.4Sei P kg - KX)[Z] = Q1 N ... N Q eine Primarzerlegung ung das zuQ,
assoziierte Primideal. Ferner €h) ein Zwischenkorper vok(g) und der algebraischen
Hiille k(g)29 von k(g) in k(x). Dann gilt:

1. Istk(g)9/k(h) separabel, so ist filr ein geeignetes (1, ..., 1}

By - KO[Z] = ﬂ pi.

ieL
2. Istk(h)/k(g) separabel, so ist fur ein geeignetes {1, ..., 1}

Boomm - kXIZ] =[] Q.

ieL
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Wir konnen im Allgemeinen nicht erwarten, dass ein Erzewgasystem VOrp ) kn) -
k(xX)[Z] bereits mit Kodfizienten auk(h) auskommt. Wir kdnnen dies aber durch die
Berechnung einer reduzierten Grobner-Basis erzwingehésuch Proposition 8.6):

Bemerkung 11.5 Die Koeffizienten einer Grobner-Basis v@hy,knk(X)[Z] bilden ein
Erzeugendensystem véch) Uiberk.

Bemerkung 11.6 Fur den algebraischen Abschlikgg)?? vonk(g) existierteini € {1, ...,1}
mit

PB /i@y - KX)[Z] = .

12 Finden,schoner* K drpererzeuger

Hat man einen Zwischenkorpkg¢h) von k(x)/k(g) gefunden, so stellt sich die Frage, ob
man ein besonders glinstiges Erzeugendensystem furkhes#erung finden kann.

Polynomiale Erzeugendensysteme

Falls ein polynomiales Erzeugendensystem existiert, saliea den \Vorteil, dass viele
Rechnungen damit vereinfacht werden konnen. Will man etigaErzeuger des Rela-
tionenideals wie in Proposition 8.5 bestimmen, so erspain sich das Berechnen der
Saturierung, wenn man ein polynomiales Erzeugendensystenendet.

Bemerkung 12.1 Es seik(x)/k(g) algebraisch miyy, ..., g, € K[X] sowiek(h,, ..., hs) ein
Zwischenkorper vork(x)/k(g). Dann existieren Polynompy, ..., ps € K[x] mit k(h) =

kig. P).

Beweis: Da k(x)/k(g) algebraisch ist, gilh € k(g)[x]. Daher existiererc € k[g] mit
pi := cih € K[g][x] = K[x], und mitk(g) C k(h) folgt k(h) = k(g, c1hy, ..., Cshs). ]

Lemma 12.2 Es sek(h) ein algebraisch Ubégg) liegender Zwischenkorper vauix)/k(g).
Ferner sek[x] faktoriell. Sindg € K[x], so existiererp € k[x] mit k(h) = k(g, p).

Bewess: Es sei einhy; fest gewahlt mity = 5 fur n,d € k[x] teilerfremd, GEn # 0. Wir
betrachten das Minimalpolynom(Y) von% Uberk(g). Es seiery, ..., a, b Polynome Uber
k mit

|
m(Y) = blg) ) a(g)Y"
i=0

Multiplizieren wir die Gleichungn(%) = 0 mit dem Hauptnenner und subtrahieag(y)n'
auf beiden Seiten, so ergibt sich

' |
i=1 i—1
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Dak[x] faktoriell undn, d teilerfremd sind, folgt dasg ein Teiler vonay(g) ist und mit

Ko)(_h_) = ko))
) =piekix]

folgt die Behauptung. ]

als

Man beachte, dass der Beweis ein konstruktives VerfahreBestimmung der polyno-
mialen Erzeuger voi(h) bietet. Die verwendeten Minimalpolynome kdnnen mit Algo
rithmus 10.5 bestimmt werden.

Einfache transzendente Korpererweiterungen

Wir Uberlegen nun, wie man testen kann, ob eine rein trantkzrge Korpererweiterung
von einem einzigen Element erzeugt wird und wie man diesedggtimmen kann.

Satz 12.3 (Luroth)

Es seierk(x)/k eine endlich erzeugte rein transzendente Erweiterung raitskendenz-
basis{x} sowie ein Zwischenkorpei(g) von k(x)/k mit transded{(g)/k) = 1 gegeben.
Dann ist die Erweiterung(g)/k einfach.

oder eine konstruktive Variante davon:

Seienk(x)/k rein transzendent mit Transzendenzbds}sk(g) ein Zwischenkorper von
k(x)/k sowieG eine reduzierte Grobner-Basis vy, «,). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. k(g)/k ist einfach.
2. B ISt ein Hauptideal.
3. Es existierem(Z),d(Z) € K[Z] und f € k(g) mit
G={n(Z) - fd(Z)} oder G=0.
Ist die letztgenannte Bedingung erfullt, so ist entwddg) = k (falls G = 0) oder f ist
ein primitives Element (d.h. ein Korpererzeuger) k) /K.

Zusammen mit Proposition 8.5 kann man nun entscheidek(gdtk einfach ist und ggf.
f durch das Berechnen eine reduzierten Grobner-Basisiresti.

Beispiel 12.4 Sei chark) = 0 sowie

(91,92, 93) =
X;— 2% — 2% — 8% + X5 — 8 X0 — 3x{xp + 33 — X3 X} — 2X4%; + X5
X2 + 4%, + 4 TR+ + 124 +8 T X+ 3 — XX +4X — 2% + 4

mit Xy, X, algebraisch unabhangig tberEine reduzierte Grobner-Basis vaig, k) er-

gibt sich zu
X2 — Xo
(Zl + 2)}

22 -7, -
-2 X, + 2

2_
Nach dem Satz von Liiroth igt Erzeuger vork(gs, g2, gs)-
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Bemerkung 12.5Es ist leicht einzusehen, dass jeder nichkienthaltene Kogizient
des Polynoms in der reduzierten Grobner-Basis als priestElement verwendet werden
kann.

13 Verwendung von Tag-Variablen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine alternative Voegeweise, um einige der Pro-
bleme aus den vorherigen Kapiteln zu losen. Primar gehemlabei auf das Problem
ein, fur einf(x) € k(g1, ..., gr) eine rationale Darstellunfy = q(g) zu finden (ahnlich wie
bei der Bestimmung des Minimalpolynoms in Kapitel 10). Wihfen dazu sogenannte
Tag-Variablen T4, ..., T, ein.

Bemerkung 13.1Es seienf € k(g) undq € K[T]y,, mit g(g) = f gegeben. Dann sind
fur g € K[T]y,,, aquivalent:

1. 4(9) = f.

2. q- q € iB(g)/k . k[Zl, ceey Zn]‘B(y)/k-

Zur Charakterisierungller Darstellungen vori in deng gentigt es also, eine Darstellung
von f zu berechnen sowie eine Basis V@) kK[ Z]y,,- UM P4k ZU berechnen, kdnnen
wir den folgenden Satz 13.2 benutzen:

Satz 13.2Es sei

| = (ny(Z) = T1di(2), ..., 0 (Z) = T:di (Z2)) + (Boky S KTy, ... Ty, Z],
wobeig; = g.gxg Dann genugt folgenden Bedingungen:

1. Py =1{p(T,2) : pe Pyumt =1 : (Hd(Z))

2. By =1{p(T) : p € Pyt = ( (Hd (Z)) ) NK[T].
Um B,k zu bestimmen, berechnen wir zuerst eine Grobner-Basikldats
r
l+(1- /lndi(Z)>
i=1

ink[4, T, Z] bzgl. einer Termordnung mit > Z > T und eliminierem. Aus der Grobner-
Basis entfernen wir alle Polynome, die einen Term enthattennicht inT(T) liegt. Ubrig
bleibt die gewiinschte Basis vah,),x.

Nun kann man jede Darstellung vdn= q(g) in der Formf = (q + r)(g) mitr € Py -
K[Z]y,, angeben.

Wir wollen das Ideail 4« auch nutzen, um Enthaltenseirkifg) zu prifen {membership
test").
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Lemma 13.3 Es seilG eine Grobner-Basis Vo, s« € K[T, Z] bzgl. einer Termordnung
mit Z > T. Ferner sei

m KT, Z] - Quotk[T]/(BNIZ],
Zj (g Zj,Ti g Ti

(T; bezeichne did\quivalenzklasse voil;). Dann istz(G)\{0} eine Grobner-Basis von
((PBg.x/k)) € QuOtK[T] /(B k))[Z] bzgl. der induzierten Termordnung.

Beachte, dass Quaf{T]/(B ) )[Z] = k(g)[Z] ist. Die Elementegy werden bei diesem
Vorgehen durch die formalen Parametebzw. deren Restklassen dargestellt. Da wir die
Grobner-Basig(G)\{0} kennen, kdnnen wir Normalformen (also Nebenklasserateriy
bestimmen und somit in Qu&f(T]/(B,))[Z] eftektiv rechnen. Insbesondere konnen
wir feststellen, obr(f) = 0 ist und somit vermeiden, duréhzu teilen.

Algorithmus 13.4 Membership Test

Um nun zu entscheiden, ob efrfx) € k(x) in k(g) enthalten ist, kdbnnen wir wie folgt

vorgehen:
Seif(x) = % mit n € k[Z], d(Z) € kK[Z]\B )« Dann istf(x) € k(g) aquivalent zu der
Bedingung

Ag € QUOtK[T]/{PBk)) : ©(N(Z)) — q- 7(d(Z)) € (7 (Bg.x/))-

Wir gehen ahnlich wie bei der Berechnung des Minimalpoiyean Algorithmus 10.5
vor:

1. Wir berechnen die Normalforid(A) vonn(n(Z))-A-n(d(Z)) modulo der Grobner-
Basisn(G)\{0}.

2. Fur f(x) € k(g) muss die resultierende Normalform verschwinden, wenndeir
formalen Parameteh durchq(g) ersetzen. Folglich setzen wir in dieser Normal-
form alle Kodtizienten (d.h. die Ko&zienten derZ) simultan gleich 0. Wir er-
halten ein lineares Gleichungssystem in einer Variablaas& LGS kdnnen wir
auf Losbarkeit prufen. Jede Losung (zwangslaufig aust@®[u]/(B)x))) liefert
die gewiinschte Darstellurgfg) von f in deng. Ein nicht losbares LGS bedeutet

f ¢ k(g).
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